Calculo Numérico 1 B-SPLINES

1. B-splines

Sean un conjunto de n + 1 puntos base de interpolacién P, ..., P, que utilizamos para crear un
spline polinémico de orden p y con orden de continuidad p — 1 entre tramos de spline. Para definir
este spline se crea un vector de knots (tramos de polinomios definidos a trozos en los que se divide el
B-spline). El vector de knots estara definido como T' = [, &1, . - ., &n] donde m = n + p+ 1, de modo
que el vector de knots tendrd m + 1 componentes.

El B-spline de interpolacién se obtendra como:

n
B(§) =) P Nip(), £€(01] (1)
i=0
Las componentes del vector de knots adoptan valores en el intervalo [0,1] y satisfacen que:

& < &1, i=0,...,m (Secuencia no decreciente)
[€&,&+1]  —  knot span

(2)

Los knots &,1+1 a &n—p—1 son denominados nodos internos. Si los nodos internos estan repartidos
uniformemente se dice que el B-spline es uniforme. Para que el B-spline sea interpolador en los puntos
extremos (Py y P,) es necesario que los primeros p + 1 knots valgan 0 y que los tltimos p + 1 knots
valgan 1. En este caso se dice que el B-spline es abierto y uniforme.

Si alguno de los knots internos se repite se reduce el orden de continuidad de la curva tantos
ordenes de continuidad como veces se repita ese knot.

Las funciones base de B-splines se pueden obtener de forma recursiva a partir de la base de
polinomios de orden 0:

Ni,O(ﬁ)—{l si §G<E<&n Y §i<§i+1} i—0m—1 (3)

0 en otro caso

CcOImo:

Nig(§) = L&

R . 1
&g & Niga(€) + Eitgr1 — Eir1 Nit1,4-1(8) (4)

1=0,....n+p—gq
. . .0 _
En el caso de que se produzcan indeterminaciones de tipo 0 se asumird que son nulas.

Ejemplo de aplicacién: B-spline abierto y uniforme de orden p = 2 y orden de continuidad C'.
Disponemos de 6 puntos base {FPy, P, P», P3, Py, Ps}, de modo que n = 5. En este caso, m =
n+p—+ 1 =8 de modo que el vector de knots quedaria como:

So &1 & & & & & &1 s

(5)
T=[ 0 0 0 02 05 075 1 1 1 ]

La base de funciones de forma de orden 0 quedaria como:
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Nop = 0
Nip = 0
N _ 1 0<€&<0,25
20 = 0 en otro caso
1 0,25 < £<0,5
N3og = 0
en otro caso ( 6)
N _ 1 0,6 <& <0,75
40 = 0 en otro caso
Neo 1 0,75 < ¢ <1
50 = 0 en otro caso
Nep = 0
N770 =0
Las funciones base de primer orden se obtendrian como:
§—0 0—¢&
N, = —_— =0
0,1 0o Deote) + 5 NroteT
£E-0 0,25 — ¢ 0,25 — &
N = > - N. = . 0 0,25
1,1 O—OM—I_ 0.35 0 2,0(&) 0.25 <£<0,
3 0<&<0,25
§—0 0,5 —¢ 0,25
Noy = Noo(§) + N3o(&) =
0,25 -0 0,5 —0,25 0,6 —¢ 0.25 < £ <05
0,5—0,25 ’ ’
(£ —0,25
. 0,25 < £<0,5
N . £-025 Nyo(€) + 0,75 = & Nio(6) = 0,25 ’ ¢ ’
BT 05-025 PO T o505 0 T 0T e o (7)
0,75 —0,5 ’ ’
£E—05
0,5 0,75
VR 1 SV e S (- T
s 07505 M0 1—-0,75 >0 - 1—¢ 075 <€ <1
L 1-0,75 ’
£—0,75 1-¢ £—0,75
N, = 22— N, — — 1
5,1 =075 5.0(6) + 7 Neot€] 0.25 0,75 <¢ <
§—1 1-¢
N, = —_— =0
6,1 11 Neot&) + 7 Neof€)

Y las funciones base de segundo orden (que serian las utilizadas para definir el B-spline) se ob-

tendrian como:

Grupo de Métodos Numéricos en Ingenieria 2

Universidade da Coruna



Calculo Numérico 1 B-SPLINES
-0 0,25 — & 0,25 —£0,25 — ¢
Nog=>— N = 0 0,25
02 = g el + g 55— Mal®) { 025 025 <&<0
-0 ©+ 0,5—& © = 0,252 0,125
b2 025 M 0,5—0,25 ' (0,5 — €)? 025 < £ <05
0,125 ’ ’
52
2
0.125 0<£<0,25
€ -0 0775 - g 5(075 - é) + (0775 - 5)(6 - 0725>
Nog==>— N. — S N =
22 = g5~ Nea(&) + 55— 95 Mel®) 0,125 025 <£<05
(0775 - 6)2
707125 2 0,56 <&<0,75
(£ —0,25)
S Lk 2
012 0,25 <& <0,5
52 05 Neile)+ g5 Nual®) 0,125 05 <5 <075
(1-¢)
1
0125 2 0,75 < €<
(5 B 075)
Moo MR T —om T (€-05(1-9 (-9E-0T5) .o .
0,125 0,252 ’
£—0,75 1-¢ (€ —0,75)2
N = N —_— = -2 @ 7
52 = "0 5.1(8) + 7 Nerl€] 0252 0,75 <¢<1
(8)

Que operando quedan como:
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0,0625 — 0,5¢ + &2
N — ) 9 2
0,2 { 0.0625 0<¢<0,25
)
§-3¢ 0<£<0,25
0,125
N2 =9 go5 e
DEITSTS 9
0125 0,25 < £<0,5
( 52
2
0.125 0<&<0,25
—0,1875 4 1,5¢ — 262
N — M ) 2
2,2 0125 0,25 < £<0,5
0,5625 — 1,5¢ + &2
0,5 < €&<0,75
. 0,125 ’ ¢ ’
0,0625 — 0,5¢ + &2 (9)
0,25 0,5
0,125 26 <6 <0,
—0,6875 4 2,5¢ — 262
Nao =
3,2 0.125 0,6 <€<0,75
1—264¢2
_— 0,75 < &< 1
\ 0,125 ’ ¢
0,25 — 2
0.25 &+ & 0,56 <£<0,75
0,125
Nayp = 94 e_ 3¢
_ 1
0.125 0,75 < & <
0,5625 — 1,5¢ + &2
N: = 1
5,2 { 0.0625 0,75 < €<
De modo que para unas coordenadas de puntos base:
0]1,0]0,2
1/22]15
214,07(08 (10)
3149[1,9
416915
518005

El B-spline quedaria como se puede apreciar en la figura 2.
Si ahora repetimos uno de los knots dentro del “knot vector” se reduce en una unidad el orden de
continuidad del B-spline en ese punto. Asi, el vector de knots quedaria como:

o &1 & & & & & & &
T=[ 0 0 0 1/3 1/3 2/3 1 1 1 |

Y las bases de B-splines quedarian como:

(11)
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1,2

0,8

0,6

0,4

0,2

= N_{0,2}
= N_{1,2}
N_{2,2}
= N_{3,2}
—_— N_{4,2}
N_{5,2}

; /

0 0,25 0,5

0,75 1

Figura 1: Bases de B-splines de orden 2.
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—de— lineal_a_trozos
= 0.00 < \Xi < 0.25
(.25 < \Xi < 0.50
0.50 <\xi <0.75
== 0.75 < \xi < 1.00

0<€&<1/3
en otro caso

1/3<¢£<2/3 (12)
en otro caso
2/3<¢<1
en otro caso
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Las funciones base de primer orden se obtendrian como:

Now = S70 Noof€)+ oo Neofe) = 0
0 1/3 — 1/3 —
M = §Sg Nt s ) = { RS o<
&0 1/3-¢ €
Noy = 1/3_0N2,0(§)+WM = {1/3 0<&E<1/3
o £—-1/3 2/3—¢ [ 2/3-¢
N3 = 1/3_1/3M+ 13 Nypo(§) = { 1/3 1/3<¢<2/3 s
c—1/3 ¢ 51/;/3 1/3<¢<2/3
N4,1 = WN470(§)+WN5’0(5) = 5 2/3<§<1
1/3
—-2/3 1-— -2/3
N = SN+ s Neoter = { ST apce<a
_ &1 1-¢ _
Noa = g ool 7 Meot€] =0

Y las funciones base de segundo orden (que serian las utilizadas para definir el B-spline) se ob-
tendrian como:
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_&—0 1/3 — [ 1/3-€61/3-¢
No2=5=9 LSy oN“(g) _{ /3 1/3 0<&<1/3
_&-0 1/3 — £(1/3-¢)
N1,2—1/73N11(§)+1/3 0 N2,1(§) { 2 (1/3)2 0<§<1/3
52
22:% 2,1 2/3_1/3 3,1 (2/3 — €)?
(/37 1/3<¢<2/3
E-UIEB-EX -0/ |y oy
o= a0+ o e =
201/3)2 2/3<€<1
(£ -1/3)
42= £1;11//33 18+ _2§3 Nsa(&) (1 (1/?()(2 —2/3)+(£-1/3)/2) D
(1/3)2 2/3<¢<1
_§-2/3 1-¢ _f (€-2/3)7
N5,2—1_2/3 51(§)+ﬁw —{ (/372 2/3<é<1
(14)
Que operando queda como:
Grupo de Métodos Numéricos en Ingenieria 7 Universidade da Coruna



Calculo Numérico 1 B-SPLINES

Noo = {1-66+92 0<é<1/3

Nz = {66-18¢2 0<&<1/3

9¢? 0<&E<1/3
Nooy =
4—-1264+9¢2 1/3<€<2/3
—T/24+156 —€2/6 1/3<¢<2/3 (15)
N3o =
9/2 — 9¢ +9/2¢2 2/3<¢<1
1/2 — 3¢ +9/2¢2 1/3<¢<2/3
Nys =
—15/2 +21€ —27/2¢2  2/3<é<1
Nso = {4-1264+9¢ 2/3<¢<1
1,2
1
0,8
=— N_{0,2}
m— N_{1,2}
0,6 N_{2,.2}
= N_{3,2}
— N_{4,2}
0,4 N_{5.2}
0,2
0 /
0 0,333333 0,666666 0,999999

Figura 3: Bases de B-splines de orden 2 con un knot intermedio repetido.

De modo que el B-spline de interpolacién quedaria tal y como se puede observar en la figura 4.
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1,8
1,6
1,4
1,2
—#— lineal_a_trozos
1 (.00 < Xi < 0.33
= (.33 < Xi < 0.67
0,8 0.67 < xi < 1.00
0,6

0,4

0,2

Figura 4: Interpolacion mediante B-spline abierto y uniforme de orden 2 con el primer knot interior
repetido.
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