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CPE (SEGUNDO CURSO)
PRACTICA 12 SOLUCIONES (Curso 2024-2025)

1.— Se sabe que la variable aleatoria X tiene la distribucién de la figura (parabola).

f ()}

b/2 b X

Se pide:
a) Determinar la funcién de densidad y la funcién de distribucién acumulada de X.

b) Dada una muestra de tamano n determinar un estimador de b por el método de
los momentos.

c¢) Estudiar, en lo posible, el sesgo y la consistencia del estimador.

SOLUCION

Primero determinaremos el rango, funcién de densidad y funcién de distribucién acumulada
de X. El rango de X es Rx = [0,b], la funcién de densidad es una pardbola de la forma:
fx (@) = ap + a1z + aga?

La funcién de densidad debe verificar que pasa por los puntos (0,0) y (b,0). Ademds de

verificarse que fé) fx(z)dx =1

Al imponer las restricciones obtenemos fx (0) = ag = 0, fx(b) = azb®+a1b = 0, fob fx(x)dx =
Lp 4 4p? = 1.

Por tanto:

—6 6
Ix(z) = b—3$2 +
’ —6 5, 6 o =23 2
Fx(z) = ; fx(l‘)d.%'_@.ﬁ +2—b2:r =3t +b7m
0
T
Fx(e)={ 24+ 242 0<a<b
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b) Dada la simetria en la funcién de densidad es directo determinar que

E[X] = b/2

Por tanto, un estimador de b obtenido por el método de los momentos sera b=2%

c)Primero analizaremos el sesgo

Sesgo = E[b] — b

Z&]_QE

n n
2
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n 2

> x| -2 e -

i=1

Sesgo = E[b] —b=0
Por tanto el estimador es insesgado.
Para la analizar la consistencia calculamos primero la varianza

n 4 n
; Xi] = 712; Var[X;] =

n

Xi 4
Z n] = ﬁVar

i=1

A~

Var[b] = Var[2z] =4 Var

4 4
n n
h;m Var[b) = 0 y el estimador es consistente.
2.— La funcién 11,3
a+ 1)z
fX(:L'):(ga—Jrz, 0<x<6h, 06>0, a>0

es una funciéon de densidad para cualesquiera valores de 6 y a con las restricciones
especificadas. Dada una muestra aleatoria de tamano n de X y suponiendo 6 = cte.
deducir estimadores puntuales de a mediante todos los métodos que se conozcan.

Repitase el ejercicio suponiendo a = cte. y encontrando estimadores puntuales de 6

SOLUCION

1.- Estimadores de «

Calcularemos primero el estimador mediante el método de los momentos. La esperanza
matematica de la variable es

O (at+1)2® . (a+1) [ a+1272" Ga+1)
E[X]:/ r————dr = / 2z = =
0 0

gati T Tpart _9“+1a+20_ at2

El estimador puntual que proporciona este método es el que proporciona la ecuacién z = E[X].

Por tanto

fa+1) . 0-2z

— — a= —
a+2 z—0

r =
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Si utilizamos ahora el método de maxima verosimilitud, debemos crear primero la funcién de

verosimilitud
n

- (a+ 1)z (a+1D"r .
L:H H gt~ guiern L1 %

=1 =1

Tomando logaritmos
n
InL=nln(a+1)—n(a+1)In6 + Z alnx;
i=1
Derivando con respecto a a

8lnL_ n
da  a-+

1 —nln@—i—z In z;

E igualando a cero

n
—nlnﬁ—l—Zlnmi:O = Q= -1

a+1 ,
=1 nlnﬁ—z In z;
2.- Estimadores de 6

Utilizando el método de los momentos,

j:é(aJrl) . _ Z(a+2)

a+2  a+1

>

Si utilizamos ahora el método de maxima verosimilitud, debemos crear primero la funcién de
verosimilitud. Al igual que antes

n

L= H fx(xi) = H (a;izxg = ;Lntjl) H zi

i=1 i=1

Tomando logaritmos

InL=nln(a+1)—n(a+1)Inb + Z alnx;
i=1
Derivando con respecto a ¢
OlnL  —n(a+1)
o0 6

y el problema no puede resolverse igualando a cero la derivada.

Si observamos la funcién de verosimilitud (que ha de maximizarse), es claro que esa funcién
tendrd un méximo para el valor més pequefio de 0%+ Como n > 1 y a > 0 eso es lo mismo
que decir para el valor mas pequeno de 6. Pero 0 es el extremo superior del rango de X. Luego
si algin valor de la muestra estuviera fuera del rango, la correspondiente funcién de densidad
seria nula y por consiguiente también lo seria la funciéon de verosimilitud. Luego el valor de 6
que hace maxima L es

A~

0 = max{z;}
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3.— Se modela un sistema ecolégico de manera que la especie animal dominante consume
un tanto por uno, X, 0 < X <1, de los recursos totales del sistema que denotamos
R. Se ha supuesto que X tiene la funcién de densidad de probabilidad:

fx(z)=2(1-2), 0<z<1

a) Hallar la funcién de densidad de probabilidad de W = X R, el total de recursos
consumido por la especie animal.

b) Suponiendo que se dispone de una muestra de W, wi,wo,...wy, determinar
como se calcularia el estimador de maxima verosimilitud de R. Particularizar el
resultado para el caso de una muestra de tamano 1.

SOLUCION

a) El total de los recursos consumidos por la especie animal es W = X R. Como esta relacién
es creciente en X,

dx w
fw(w) = %fx<§>=%2(1—§)27, 0<w<R

y es obvio que

R 2R —w) 2 w?]

b) La verosimilitud de una muestra de W, como funcién del pardmetro R, es

n 2R — w;
L(R|wy,wa, ...w,) = H (RQ)

=1
Tomando logaritmos

n 2R — w; n
lnL(R|w1,w2, wn) = Z In (fpw) = Z [IH(Q(R - wz)) —2In R]
=1 =1

Derivando con respecto a R

din, <& 1 omn
dR =2 (R—w,)_R

i=1
y la ecuacién a resolver para calcular el estimador de maxima verosimilitud de R seria

" 1 on
Z (R—wi> _E_O

=1

En general, esta ecuacién se resolveria para un conjunto de valores wi,ws,...w, mediante
cualquier método numérico. Para el cason =1

1 2 .
~ —==0 = R=2w
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4.— Un conductor tarda un tiempo X en pagar un peaje. Se supone que X responde a
una distribucién exponencial de pardmetro A trasladada al rango [3,00) (en segundos).
Para estimar el pardmetro A se espera que paguen 100 conductores y se anota el tiempo
que ha tardado el conductor mas rapido. Esta operacion se repite n veces para obtener
los tiempos minimos y1, Y2, ..., Yn. Se pide:

a) Hallar la distribucién de Y, tiempo minimo de pago entre 100 conductores.

b) Establecer la ecuacién que debe satisfacer el estimador de maxima verosimilitud
de A, basado en los datos y1,y2, ..., Yn.

SOLUCION

Sea x1, T2, ..., 100 €l tiempo de pago de los 100 conductores. Sabemos que
fx(@) =X @3 Fy(@)=1—e3 >3

a) Sea Y el tiempo minimo de pago entre 100 conductores. Calculemos la distribucién de Y
suponiendo a los 100 conductores independientes

PlY > y] = [P[X > y]]"™ = [1 = Fx(y)]'® = [1 — (1 — e AO73)]100 = ~100E=3) — 1 — ()

por tanto

FY(y) —1— 67100/\(3173)7 y > 3

b) Si tenemos una muestra de tamanio n la funcién de verosimilitud es

Ly, yalA) = [T frwe) = [ 100067100780 — 100" Ame =103 2 (i)
=1 =1

Tomando logaritmos
In L(y1,y2, .-, Yn|A) = nIn 100 + nIn A — 100\ Z(yz -

Derivando e igualando a cero,

OlnL n - n
v = 0 -3=0 = A=y

5.— Determinar los estimadores de los parametros de una distribucién logaritmico normal
por el método de méaxima verosimilitud.

SOLUCION

La funcion de densidad de una distribucién lognormal puede escribirse como

2
fx(@) = —— ez ()

To/ 2T

donde por o representamos la desviacién logaritmica y por m la mediana de la distribucién.
Con esta notacion, la funcién de verosimilitud es

1 (1aeZiy)’ 1 ;
L 1;1 — 5 (m(2))” _ 27rnZHl:n (m(z))”

)

T;0
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Tomando logaritmos

n n
InL = —nlna—nln\/ﬂ—i-z In (l) - #Z (hl(%))Q -
i=1

T
i=1 v

n n
=1 i=1

Derivando con respecto a ¢ y a m para hallar los valores que hacen maxima la funcién de
verosimilitud obtenemos

OlnL _.n n i - (ln(%))2

Oo o 034

@
I
—
-
Il
—_

Si igualamos a cero esta iltima ecuacién resulta

n Zlnzi
Z[lnmi—lnm}:(), = m=e "

i=1

De la primera ecuacién, igualando igualmente a cero obtenemos

n 1 n

n(}Q:Z (ln(ﬁ))Q, = C}Q:H Z (lnwi—lnm)2
i=1 1=1



