TEOREMA DEL LIMITE CENTRAL

Sean X1, Xo,..., X, variables aleatorias continuas
e independientes
e igualmente distribuidas

e con media y varianza finitas
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Definamos la variable Y;, = Z X;yseaZ =
J=1
Entonces, independientemente de la distribucién de las variables X ;, se verifica que

, donde my = E[Y,] y 05 = Var[Yy,].
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lim fz(2) = e_z2/2, —00 < Z < o0
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Demostracion

Obviamente, E[Z] = 0y Var[Z] = 1. Calculemos la funcién caracteristica, Cz(s) de la variable
aleatoria Z. .
is Y

Cz(s) = Ble™?] = E[e” =] (1)
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Como Y,, = Z X; se verifica que E[Y,] = nm, y, al ser las variables X, independientes,
j=1

Var[Y,] = nVar[X]. Operando en (1)

ya que las variable X; son independientes entre si. Como ademds todas las variables X tienen la
misma funcion de densidad,

cotd = {E[e#35]= {efeh)

donde W = £ ;Z”z siendo X una cualquiera de las variables X;.

Desarrollemos ahora ev=" en serie de Taylor alrededor del punto W, = 0.
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Tomando ahora esperanzas mateméticas y observando que E[W] =0y Var[WW] = 1 obtenemos
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Por tanto

lim Cy(s) = lim [1 . &}"

Puede demostrarse (ver por ejemplo Loeve, 1976) que

B33 s
lim R, = lim E[z i eﬁg} =0

Y por consiguiente
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A partir de aqui, vamos a calcular la funcién de densidad de Z (en el limite). Recordando que la
relacion entre la funcién caracteristica y la funcién de densidad es

fx(z) = ;ﬂ/oo e T Cx (t) dt

—OoQ
obtenemos

1 [ » 52 1 [ 2
fZ(z) / 157 o=

o | T ds = e e~ [cos(—sz) +isen(—sz)] ds
1| e e o g2
— / e” 2 cos(sz) ds — i lim e” 2 sen(sz) ds| =
2 oo a—oo [_,
1 [ _2 11 z 1 —z
=— e 2 cos(sz) ds = —=V2m e 2 e 2
T /0 (52) T2 N s
Luego
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7(2) = e2, Ze€(—o00, c.q.d
) = 7= (~0,0) ’
Obsérvese que como Z = Yo

—m ’ . — . .z
=+ en el limite Z = %, y operando sencillamente en esta relacién
Yy
lineal se obtiene

foly) = — 0
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que es la usualmente denominada distribuciéon normal con media m y desviacién tipica o
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