Apeéndice C

NUmeros Reales y Complejos

Ejercicios resueltos

1. Halla los nimeros reales que cumplen la condicion |a| =a+3.

Si a>0:|a =a=a+3= 0=3. No existe solucion.

Sia<0: \a\=—a:a+3:a=—§.

2. Halla todos los niimeros r e R tales que |2r -1 < 4.

a)Si 2r-1>0:
2r-1>20=r=>12
2r—ﬂ=2r—1:»oszr—1<4:»{ Y e{l 5)

S>re|ls, =
2r-1<4=r<5/?2 2 2

b) Si 2r-1<0: |2r -1 =—(2r-1). Procediendo como en el apartado

anterior, obtenemos r e (— E, l} .

2 2

Los nimeros que satisfacen la condicion estaran en alguno de los dos

. . . . 35
intervalos, luego perteneceran a su union. Solucion: r 55

. ., X 1
3. Resolver la inecuaciéon 1—=> ——

1+x



a) 1+x>0 (< x>-1). Al multiplicar ambos miembros por (1+ x),
positivo, se mantiene el sentido de la desigualdad. Entonces

x<0y x-1>0
1- X a4 x) 512 ¥ —x< 0= x(x- < 0= Y X7
2 x>0y x-1<0

La primera opcion no tiene solucion. La segunda da como resultado
x € (0,1) que cumple la hipotesis hecha, x >-1.

b) 1+x<0 (< x <-1). Al multiplicar ambos miembros, por (1+x),
negativo, cambia el sentido de la desigualdad. Entonces

x>0y x-1>0
1- X |1+ x)<1= X% —x> 0= x(x~-1) > 0 = Y
2 Xx<0y x-1<0

De la primera opcion resulta x e (1, ) y de la segunda x e (—x,0).
Los valores de x que cumplen alguna de las 2 opciones perteneceran a
la union de los intervalos, luego X e (—o0,0)U (1, ). Ademas debe
cumplirse la hipdtesis x < —1. Luego nos queda x € (—o, —1) .

En consecuencia, los valores de x que cumplen la inecuacion estaran
en el intervalo x € (-0, -1) U (0,1) .

4. Calcular:
(3+2i)+(8—5i)=3+8+2i—5i = 11-3i
(1+4i)5-i)=5-i+20i —4i* =5+4+19i = 9+19i
(2+3i)(2-3i)=4-9i’=4+9=13

20+30i _ (20+30i)(3-1i)

3+i (3+i)(3-i)
60 — 20i +90i —30i> 90+ 70i .
= 92 = =9+7i

= 6254 = 4.1563+ 2 =2
it =i =it =-1



5. Calcula x de modo que F sea: a) real; b) imaginario puro.

Calculamos el cociente
X+i (x+i)1+i) x—1+#xi+i x-1 x+1.
— = - = = = +
1-i (-i)d+i) 2 2 2

a) Para que sea un numero real la parte imaginaria a de ser nula. Por
tanto

X—Jr1=O:x=—1

b) Para que sea imaginario puro la parte real ha de ser nula. Por tanto
X1 o=t
2

6. Calcula x e y para que (2+xi)+(y —3i)=7+4i.
(2+xi)+(y—3i)=2+y+(x-3)i

El complejo anterior debe ser igual a 7 +4i por lo que igualando partes
reales y partes imaginarias, resulta:

2+y=7=y=5
X=3=4=x=7

7. Resuelve la siguiente ecuacion x> —2x+5=0.

24./4-20 2+./-16 2+4./-1
2 2 2

X2 —2X+5=0= x = = X=1+2i

8. Halla, para el complejo 4 + 44/3i , médulo, conjugado e inverso.

Modulo: r =+/4% +4°.3=8
Conjugado: 4—4:/3i
4-43  _4-43_1 3.

. 1 — AA ap~
Inverso: 11405 _(4+4\/§i)(4—4\/§i)_ 64 16 16




9. Calcula x e y de manera que (x +i )1+ yi)=(1+3i).

Desarrollamos el producto de complejos
(X+1)L+yi)=X—y+xyi+i=X-y+(xy+D)i

Igualamos a continuacion partes reales e imaginarias entre si 'y
resolvemos el sistema de ecuaciones.

—y=1 - =1
Y S Xx=1+y=> y’+y+1l=3=>y= 1£3_ Y
Xy+1=3 2 y=-2

Para cada uno de los valores de y obtendremos una solucion.

Siy=1l=x=2.
Si y=-2=x=-1.

10. Resuelve la ecuacion x* +1=0.
X'+1=0= x' =-1= X’ =+4/-1=+i
Sea x=a-+bi. Entonces x* =(a+bi)* =a® —b? + 2abi.

a’-b*=0

2ab=1

De a’—b®=0 resulta a=+b. Si a=-b, la segunda condicion se
convierte en —2a® =1 que no tiene sentido pues a es un nimero real.

a) a2—b2+2abi:i:>{

La otra opcion es a=b, de donde 2a’=1=a=Db :i%. Entonces

V2+42i

dos de las cuatro soluciones seran x = iT.

b) Queda por resolver a®—b?+2abi=—i, para lo cual podemos
repetir el proceso del apartado a). Pero por el Teorema Fundamental
del Algebra sabemos que existen en total cuatro soluciones. Como las
dos ya calculadas son complejas no conjugadas entre si, las dos
restantes seran las conjugadas de las anteriores.

LN o £

Por tanto las cuatro soluciones son +



Ejercicios propuestos (las soluciones se encuentran al final)

1. En los siguientes conjuntos, determinar el supremo y el infimo, indicando si
coinciden con el maximo o minimo respectivamente.

a) A= {M} siendo ne N
n+2

b) B={x/x*~5x+6<0} siendo xR
C) C=(O,oo)

2. Halla los nimeros reales que cumplen las siguientes condiciones:

a) [2a-4|=5
b) la—1-|zr—a|=0

3. Resuelve las inecuaciones:

a) x+5>4
b) 3L <1
X

4. Halla el mdédulo, conjugado e inverso de cada uno de los siguientes
complejos.

a) 4+3i
b) 3+-/5i

5. Calcula las siguientes operaciones con complejos:

a) (5+7i)+(5-7i)=
b) (1+3i)—(1+i)=

C) (2+5i)-(3+4i) =
d) (-2-5i)-(-2+5i) =
e) M+if:(4+i)=

f) 2+i):(1-i) =

g) (i-3i)° =

6. Calcula las siguientes potencias:



7. Dado un namero complejo z,

a) ¢cuanto vale z+27?
b) Si z—z es un nimero real, ;qué se puede afirmar sobre z?

8. Halla x para que el cociente (x+2i):(3+2i) sea un nimero imaginario
puro.

9. Dados los numeros complejos 2—mi y 3—ni, halla los valores que deben
tener my n para que el producto de aquellos sea igual a 8+ 4i .

10. Comprueba que los numeros complejos 2+3i y 2-3i verifican la
ecuacion x> —4x+13=0.

11. Halla todas las soluciones reales y complejas de las ecuaciones:

a) 2x° =7
b) Xx*+6x+25=0
c) xX2—2./5+6=0

12. La suma de dos nimeros complejos es 6, el modulo del primero es V13 y
el del segundo 5. Halla estos complejos.

13. Halla los nimeros complejos tales que su cuadrado es igual a su conjugado
(hay cuatro soluciones).



Soluciones a los ejercicios propuestos

1.
a) Sup (A)=1. A no tiene maximo. Inf (B)= 2/3. Coincide con el minimo.
b) Sup (B)= 3. B no tiene maximo. Inf (B)= 2. B no tiene minimo.
c) Sup (C)= . C no tiene méximo. Inf (C)= 0. C no tiene minimo.

9.

2. a)Dos soluciones: a, = % a, =—

1
2
b) Dos soluciones: a, =1, a, =7
3. a) xe(-w0,-9]u[-1,0)
b) XE(E,EJ
42
4, a) z=4+3i; 7=4-3i; z'=—-—i

b) z=3++6i; z=3-+/i

a) 10 e) —+£i

b) 2i f) —=+i

c) 14+23i g) 8i
d) 29

a)i d) i
b) i e) -1
c)-1

a) 2Re(z) .
b) Que es nulo.



9. Dos soluciones: m, =§,; n=-3y m,=-2;,n,=1

11. a) x=4_r\/z
2

b) X=— +2i
2
C) X =++/6—24/5i.
12. Dos soluciones: 2+3i, 4-3i y 2-3i, 4+3i
13. 2,=0, z, =1, z3=_l+£i, zs=—3—£i
2 2 2 2



