Algebra Lineal Il

TEMA lI- Espacios vectoriales euclideos.
Capitulo 2. Ortogonalidad.

Vectores, sistemas, bases ortogonales y ortonormales.
Método de ortogonalizacion de Gram-Schmidt.
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Vectores ortogonales.

Trabajaremos en un Espacio vectorial euclideo = Espacio vectorial U + producto escalar

Definicién. Dos vectores 1, U se dicen ortogonales o perpendiculares y se denotaporu L vsiu - v = 0.

U i
U — —
ULy © u-v=0

Propiedades:

1)dlie 1i=0 Prueba: 111 © u-u=0 & |ul|=0< 1i=0
2)u L v 2(u, v) =90° B oL R u-v - 0
Prueba ulv ©ou-v=_0 @cos¢(u,v)=W=0 & 2(u, v) =90

3) Teorema de Pitagoras. Si i L ¥ entonces |1 + V||? = ||[u]|? + ||[V]|*

—

Prueba: |[ii+ 3|2 =@i+P) - @+P) =% - U+U-T+B - U+T =
Isimetria I—> — ||1_i||2_|_21_i D+ ”5’”2 — ”ﬁ”Z + ”1—;”2
J 17 © u-v=0FH" 0

u
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Sistemas ortogonales y ortonormales.

Definicién. {1i,u>, ..., U;} se dicen un sistema ortogonal si cumple:

ﬁ)llﬁ]SIl:f:] L— ﬁlﬁ]=05|l¢j

(cada vector es ortogonal a los demas)

Definicién. {uU,, ..., U;} se dicen un sistema ortonormal si cumple:

U - U =6y Delta de Kronecker:

ld;l=1 o u;-u;=1sii=}j. 6___{Osii¢j
l] _— « = — -
(cada vector es ortogonal a los demas y de NORMA 1) 1sit=]

Teorema: Si {ti; Uy, ..., U} s un sistema ortogonal y son vectore§ no nulosentonces son linealmente independientes.

—

Prueba:  Hay que probar que: si a; 1 + axu, H\.--+ aiu; = 0 entonces TODOS los a; = 0

I Multiplicamos a ambos lados por cada u; = (U +axy, + -+ apuy) cu; =0 -u; 40

= aqlq-U;+azuy-u; +--+agu,-u; =0 |TodosCEROexceptou;-u; | = au;-u;=0 = a;=0

Corolario: Si {u Uy, ..., Uy} es un sistema ortonormal entonces son linealmente independientes.
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Bases ortogonales y ortonormales (l).

Definicién. B = {u Uy, ..., U, } se dice una BASE ortogonal si es un sistema ortogonal y ademas es BASE:

u; Lujsit#j. © u;-u;=0sii#j. < Gp esdiagonal Es lo que para formas bilineales simétricas,
(es BASE y cada vector es ortogonal a los demas) llamabamos base de vectores conjugados.

Definicién. B = {1y, ..., U, } se dicen una BASE ortonormal si es un sistema ortonormal y ademas es BASE:

U Lujsii#j. o w-w=0sii#j). |

U; .ﬁ’j =8y © G =1d Delta de Kronecker:

_|0sii#]
8‘1_{lsii=j

”Ti,”:l = ﬁ),l—i]=15Il:]

(es BASE, cada vector es ortogonal a los demdas y de NORMA 1)

Ventajas de las bases ortonormales.

. Si By B' son dos bases ortonormales:
Si B es una base ortonormal: y

Y1 Id Id
X-y=(X1 X2 .. Xn)gGg yz = x1Y1 + XoVp + - + X,V Gp, = M;;B’GB Mpp = Id=Mpy, Mgy
Yu/ 5
Mgt =M., | Matriz ortogonal.

”})“ =\/})-})=\/x%+xg+...+x121

Las formulas para calcular normas y productos
coinciden con las del producto escalar usual.

Su inversa coincide con su traspuesta.
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Bases ortogonales y ortonormales (ll).

u; Lujsii#j. ©

luill =1 &

Definicién. B = {u4Ujy, ..., U, } se dicen una BASE ortonormal si es un sistema ortonormal y ademas es BASE:
ﬁ)ll_l,)] =OSIl:/:_i

} <:>GB:Id

1 1 1

Ejemplo. En el R3con el producto escalar G, = (1 2 2) calcular una base ortonormal.

Idea:

1 2 5

B base ortonormal & G, = Id G CONGRUENCIA . Id — GB‘// base ortonormal
Op. Columna Sus columnas son los vectores de la
=M. CONGRUENCIA Id > Mp ~—
Gp IgaCBGCC%fg ONGRU B base B en funcién de la candnica
1 1\ Hoo(—1) Har(—1) /1 0 O\ g —qy /1 0 O\ pg.c1/v3) (1 0 0
GC:(})Z 2) 21(—1) Ha( 2(0@1> s2(-1) (0 0 0\ Hy1/ 1(0 0 0>=GB
1 2 5/ H21(=1) p31(=1) \g 71 4/ M32(=1) \gy o us(1/V3) \g o 1
iy st W e N
— _ _ 1 n1—1 11 0
10 0\ ppy(-1) (1 -1 -1\ pg(-1) (1 -1 O\ pyya/y/3) if 0 i J3
0 1.0) 7|0 1 0 {0 1 -1 10 1i—1/V3 =M
0o 0 1/ ™1 0 0 1 0 0 1 \O i 0!l 1/V3

B ={(1,0,0),(-1,1,0),(0,—1/v3,1/V3)} base ortonormal
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Método de ortogonalizacion de Gram-Schmidt I.

Dato: {uy,U;,Us, ..., U} una base de un SUBESPACIO vectorial U

Objetivo: obtener {¥,, V,, V3 ..., U} } una base ortogonal del SUBESPACIO vectorial U

v =u, En cada paso sumamos al siguiente vector original una combinacion lineal de los nuevos ya calculados.
- — | Imponemos = o — o T Uy -V
V2 = Uz 1{ A29V1 D 5 vz'v1=0J = uz-v1+a21v1-v1=0 = a1 = — L L
—— ortogonalidad Yy - Uy
Incognita.

— B — — — 'l,l,—> . v
v=u+@)v+av = 2 = = = = _ __3 "1
- 3 3V71 \3/ 2 | Imponemos V3:V1=0 > u3-v;+az1vq v+ =0 azq = 61 =

.. . " Py
Incognitas. ortogonalidad:
V3'172=0 = u—3)'32+%+032172‘§2=0 u_3>§2
En general para hallar el vector nimero s: @32 =~ Vo - Uy
Vs = Ug {asﬁl +<a32?2 + - +@3 -1
Imponemos ortogonalidad: Incégnitas.
Vs V=0 )
— - = (= —_— = —
vs.vz = 0 > = - "s "01 - "S*% - us'vg—_j
As1 = —=5 = As2 = — == Ass— 1 = — 3 =
. V1V V2 V2 Vg1 Vs—1
Vs V51 =0 )

ALGEBRA LINEAL II

Grado en Tecnologia en la Ingenieria Civil. UDC.




Método de ortogonalizacion de Gram-Schmidt Il.

Dato: {uy,u;,Us, ..., U} base de un SUBESPACIO U Objetivo: {vy, vV, V3 ..., Uy} base ortogonal de U
Vi =wy En cada paso sumamos al siguiente vector original una combinacién lineal de los nuevos ya calculados.
En general para hallar el vector numero s: U, - Vo

Imponiendo ortogonalidad:

asm

Vg = Ug + A5qVq + A2V +  + g1V Vm " Um

OBSERVACIONES y CONSECUENCIAS:

1) Es un método especialmente cdmodo para ser implementado en un ordenador.

2) Si queremos una base ORTONORMAL a los vectores de la base obtenida les aplicamos el proceso de NORMALIZACION.

{T?)l, 32, 33 . Bk}

NORMALIZACION. { vy Uy Vg }
[ AT | R | A

Dividir cada vector por su norma para conseguir uno de médulo 1.

3) Mientras los vectores originales sean perpendiculares a los anteriores, Gram-Schmidt NO los modifica.

4) Teorema de la base ortogormal incompleta. Si {uy, 5, ..., U} es un sistema ortogonal de/vectores no nulos, entonces
puede completarse a una base ortogonal de todo el espacio Si {1, ..., U, Vgiq ) Un)}

| 4
—_— — — - - — — — - - - - - - - —
{up uz, o U= (U, U, s U, Uger g o Un ™D (91,02, s O, Vi1 s Up} =P {8y, U3, .., U, Vi1 o> V)
Independientes. \ Base de todo el espacio. Base ortogonal Base ortogonal.

Teorema de Steiniz (Algebra Lineal |) Gram-Schmidt
}-—‘, “ALCGEBRA LIINEALTI Grado en Tecnologia en la Ingenieria Civil. UDC.

ﬁ




1 1 1

1 2 5

Ejemplo. En R3con el producto escalar G, = (1 2 2) calcular una base ortonormal del subespacio U = L{(1,0,0),(1,1,1),(2,1,1)}

Pasos: 1) Eliminar posibles generadores dependientes.

2) Aplicar Gram-Schmidt para obtener base ortogonal.
3) Normalizar para obtener base ortonormal .

2) Gram-Schmidt U=1L{1,00)(0,1,1)}

v, =(1,0,0) ~ Imponemos o
1—52 =(01,1) +a(10,0) ortogonalidad

v, =(0,1,1)—2(1,0,0)

B ={(1,0,0),(—2,1,1)} base ortogonal

3) NORMALIZACION. Dividimos cada vector por su médulo.

H3: (D \g 1 1

U = L{{@yoyo) oy

(0,1,4)-(1,0,0) +a(1,0,0)-(1,0,0) =0

1 1 1\ /1
© 1 1><1 . )(0)
__011)-(1,00) 1 2 5/\0/__,
~ (1,0,0)-(1,0,0) 1 1 1\ /1\
1 0 0)(1 2 2)(0)
1 2 5/\0

1 0 0 /1.0 0
A1) (0 1 1) A2l 1)<0_ 1 1

=

0O 0 O

(1,0,0) (1,0,0) - (1,0,0) - (1.0,0)
I(1,0,01 ~ /(1,0,0) (1,0,0) T 1 10\ B' = {(1,0,0),(=2/N7,1/N7,1/N7)}
1 0 0) (1 2 2) (0) base ortonormal de U
1 2 5/\0
(-2,1,1) (-2,1,1) - (-2,1,1) _(_
2001 211 211 T 1 1 = C2NTANTANT)
(-2 1 1) (1 2 2)(
1 2 5
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