Tema II. Capitulo 3. Transformaciones ortogonales.

3. Transformaciones ortogonales.

En todo el capitulo trabajaremos sobre un espacio vectorial euclideo U.

1 Definicion.

Definicion 1.1 Una transformacion ortogonal f de un espacio eculideo U es un en-
domorfismo que conserva el producto escalar.

f@) - fly)=z-y para cualesquiera T,y € U.

Veamos que en realidad es suficiente la condicién de conservacién del producto escalar,
es decir:

Proposiciéon 1.2 Si una aplicacion de f : U — U conserva el producto escalar entonces
es una aplicacion lineal.

Prueba: Sean z,y € U, o, 5 € IR. Queremos ver que:

flaz + By) = af(z) + Bf(Y).
Se tiene:

(f(az + By) — af(T) = Bf(Y)) - (flaz + BY) — af(T) = Bf(Y)) =

= flaz + BY) - f(az + By) + 2 f(z) - f(2) + B> f (@) - f(H)—
—2af(az + BY) - f(T) — 2Bf(az + BY) - f(§) + 208f(z) - f(§) =

= (az + By) - (o + BY) + T - T+ %5 - §—
—2a(aZ + By) - T — 28(aZ + BY) - § + 28T - § =

= ((az + BY) — az — By) - ((az + BY) —az — By) =0

Por tanto f(az + fy) —af(z) — Bf(y) = 0. ]

Utilizando esta proposicién podemos dar una caracterizacion de las transformaciones
ortogononales:

Teorema 1.3 f : U — U es una transformacion ortogonal si y solo si lleva bases
ortonormales en bases ortonormales.

Prueba: Si f es una transformacion ortogonal, esta claro que lleva bases ortonormales
en bases ortonormales. Simplemente hay que tener en cuenta que f conserva el producto
escalar y que un sistema ortogonal es libre.

Probemos el reciproco. Teniendo en cuenta la proposicién anterior, basta suponer que
f lleva bases ortonormales en bases ortonormales y comprobar que entonces f conserva
el producto escalar.

Sea B = {uy,...,u,} una base ortonormal de U y f(B) = {f(u1),..., f(u,)} la
base ortonormal imagen. Dados Z,7 € U de coordenadas (x%), (y/) respecto a la base B,
tenemos:

f@) - (@) = f@'w) - f(y'ay) =2y f@) - f(a).
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Teniendo en cuenta que las bases By f(B) son ortonormales queda:

F@) - f() = 2"y f(w) - fuy) = 2"y 655 = 2"y - 05 = (') - (y'1y) = T - 4.

2 Propiedades.

Sea f : U — U una transformacién ortogonal. Veamos algunas de las principales
propiedades que cumple.

1. Conserva el producto escalar.
2. Transforma bases ortonormales en bases ortonormales.

3. Conserva el modulo:
IF@)?=f@) - f(z) =z -7 =||z|>

4. Conserva dngulos:

—~
I
N—

@ _ Ty
LA [z (lflzl

cos(f (), (7)) =

= cos(, 7).

Kl

f
1/
5. Es biyectiva.

Prueba: Por llevar bases ortonormales en bases ortonormales es sobreyectiva. Por
la férmula de las dimensiones es también inyectiva.

También podemos ver directamente que es inyectiva, comprobando que el niicleo es
{0}. . .
fz)=0 = z-z2=f() - f(z)=0 = z=0.

6. La composicion de transformaciones ortogonales es una transformacion ortogonal.

Prueba: Si f y g son transformaciones ortogonales, se tiene:
(go f)(x)- (9o )W) =9(f(2)-9(f®) =) - fH) =T 7.

7. La inversa de una transformacion ortogonal es una transformacion ortogonal.

Prueba: Si f es ortogonal, se verifica:
@ =0 @) - ) =24

8. Si f es un endomorfismo y B una base de U se tiene:

f transformacién ortogonal <= Fp'GpFp = Gp

Prueba: Tenemos:

f t. ortogonal <= f(z)- f(y) =%, VT
<= (Fp(2))'GpFp(y) = (2)GB
< ( )tFB GBFB( ) (35 G
< FBtGBFB = GB.
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9. Si f es un endomorfismo y B una base ortonormal de U se tiene:

f transformacién ortogonal <= Fp'Fp =1Id <= Fpg es ortogonal

Prueba: Es consecuencia de la propiedad anterior teniendo en cuenta que la matriz
de Gram respecto a una base ortonormal es la identidad.

10. Si f es una transformacion ortogonal, B una base de U, entonces |Fp| = %1.

Prueba: Se tiene:

|GB‘:’FBtGBFB|:‘FBHGBHFB| = |FB|2:1 = |FB|::|:1.

3 Autovalores y autovectores.

Proposicion 3.1 Los autovalores reales de una transformacion ortogonal son 1 ¢ —1.

Prueba: Sit: U — U es una transformacion ortogonal, A es un autovalor real y Z el
autovector no nulo asociado se tiene:

tz) - t@) =22 = Nz-z=1z-7 = N=1L.

Proposicién 3.2 Sit : U — U es una transformacion ortogonal, los subespacios
caracteristicos asociados a autovalores distintos son ortogonales.

Prueba: Los tinicos autovalores reales distintos de ¢t son 1 y —1. Sean T € 51, § € S_1.
Tenemos:

z-yg=tx)-tly)=—z-y = 2z-y=0 = z-5=0.

Por tanto S7 y S_1 son ortogonales. [ |

Teorema 3.3 Si una transformacion ortogonal t es diagonalizable, entonces existe una
base de autovectores ortonormal.

Prueba: Por el teorema anterior los subespacios caracteristicos correspondientes a au-
tovalores distintos son ortogonales. Por tanto si la transformacién es diagonalizable,
podemos construir una base de autovectores ortogonales formada a su vez por bases de
autovectores ortogonales de ada uno de los dos subespacios caracteristicos. [ |

4 Orientacion relativa de las bases.

Definiciéon 4.1 Sea U un espacio vectorial real de dimension finita. Dos bases B y B’ se
dice que tienen la misma orientacion si la matriz de cambio de base tiene determinate
positivo:

|MBB’| >0
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Proposiciéon 4.2 La relacion “tener la misma orientacion” es de equivalencia. Ademds
el conjunto cociente tiene dos elementos.

Prueba: Veamos que cumple las tres propiedades que caracterizan las relaciones de
equivalencia.

1. Reflexiva: Mpp = Id = |Mpp| =1 = toda base B tiene la misma ori-
entacién que ella misma.

2. Simétrica: si B, B’ tienen la misma orientacién, entonces |[Mp/g| > 0, y:

1

Mpp|=|Mpp | =

> 0.

3. Transitiva:

B, B’ misma orientacién = |Mpgpg/| >0
B’, B” misma orientaciéon = |Mp/gr| >0
= |Mppr| = |Mpp Mppr| = |Mpp/||Mppr| > 0.

=

Por tanto B y B” tiene la misma orientacion.

Ahora probemos que sélo hay dos clases de equivalencia. Sea B = {uy,ug,..., U}
una base de U. Esta claro que la base:

B = {—uy, g, .., U}

tiene distinta orientacién que B’, porque la matriz de cambio de base es:

-1 0 ... 0
0 1 ...

Mpp = . . . = ’MB’B‘ =—1.
0 0 ... 1

Veamos que cualquier otra base B” tiene la misma orientacién que una de estas dos. Si
B” tiene distinta orientaciéon que B, entonces |[Mprg| <0 y:

|MB’B”’ = |MB’BHMBB”’ > 0.

y por tanto B” tiene la misma orientacién que B’.

5 Transformaciones ortogonales directas o inver-
sas.

Definicion 5.1 Sea t : U — U una transformacion ortogonal, B una base de U y T
la matriz asociada a t respecto a la bse B . Decimos que t es un a transformacion:

- directa si [Tp| = 1.

- inversa si |Tg| = —1.
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Teniendo en cuenta que la formula de cambio de base de la matriz asociada a t es:
Tp = (Mpp) 'TpMpp,

la definicién no depende de la base escogida, ya que matrices semejantes tienen el mismo
determinante.

Por otra parte podemos dar la siguiente caracterizacion de las transformaciones di-
rectas e inversas:

Proposicion 5.2 Sea t : U — U una transformacion ortogonal. Entonces t es un a
transformacion:

- directa si y solo si conserva la orientacion de las bases.

- inversa si y sdlo si invierte la orientacion de las bases.

Prueba: Sea B = {uy,...,u,} una base de U. Sea t(B) = {t(u1),...,t(un)} la imagen
de esta base. Si Tp es la matriz de la aplicacién t respecto a la base B se tiene:

Por tanto, la matriz de cambio de base entre B y t(B) es:

Entonces:

t directa <= |[Mpyp)|=|T|=1 <= By t(B) misma orientacién.
tinversa <= |Mpyp)|=1|T|=~-1 <= By t(B) distinta orientacion.

Se cumplen las siguientes propiedades:

1. La composicion de dos transformaciones ortogonales directas es directa.
2. La composicion de dos transformaciones ortogonales inversas es directa.

3. La composicion de dos transformaciones ortogonales una directa y otra inversa es
mversa.

4. La inversa de una transformaciones ortogonal directa es directa.

5. La inversa de una transformaciones ortogonal inversa es inversa.

6 Transformaciones ortogonales en R

Comenzaremos describiendo las transformaciones ortogonales de IR?

39



Tema II. Capitulo 3. Transformaciones ortogonales.

6.1 Giros en IR°.

Teorema 6.1 Sea B = {é1,é} una base ortonormal de IR? y o un dngulo cualquiera.
El giro de angulo a con respecto a la orientacion dada por la base B tiene por

matriz asociada:
T — (Cos(a) —Sz’n(a))
B=\ Sin(a) Cos(a) )"

Prueba: Si tenemos en cuenta el siguiente dibujo:

t(er) = Cos(a)ep + Sin(a)eés
t(ea) = —Sin(a)e; + Cos(a)es
Por tanto obtenemos la matriz T descrita en el enunciado. [ ]

6.1.1 Procedimiento para hallar la matriz de un giro de angulo dado en
una base cualquiera.

Supongamos que nos dan una base B = {€1, €2} no necesariamente ortonormal y nos
piden calcular la matriz de un giro de dngulo « en esta base con respecto a la orientacién
que define.

Los pasos para hallar la matriz de giro son:

1. Calcular una base B’ = {u}, @)} ortonormal.

2. Comprobar que esta base tiene la misma orientacién que la base de partida, es decir
|Mp/p| > 0. Sino la tuviese cambiamos el vector @) por —u].

3. La matriz de giro respecto a la base B’ es:

T = (Ginte) Conte)

4. Hacemos el cambio de base de la matriz Ty :

Tp = MppTg (Mgp)™'.

Hay que tener en cuenta que, en todos aquellos pasos donde aparezca el producto
escalar (o normas), hay que utilizar la correspondiente matriz de Gram respecto a la base
en que se esté trabajando. Si la base en que se trabaja es ortonormal, la matriz de Gram
es la identidad y el producto escalar el usual.

6.2 Simetrias en IR>.

Teorema 6.2 Sea B = {€1,é} una base ortogonal de IR?. La simetria respecto al
eje generado por e; tiene por matriz asociada:

1 0
(1 %)
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Prueba: Basta tener en cuenta que el eje de simetria es invariante, mientras que los
vectores perpendiculares a él son cambiados de signo:

Observacién 6.3 También puede considerarse una simetria respecto al origen, pero
es equivalente a un giro de dngulo m. La matriz asociada a esta simetria respecto a
cualquier base es —Id.

6.2.1 Procedimiento para hallar la matriz de una simetria en una base
cualquiera.

Supongamos que nos dan una base B = {€1, €2} no necesariamente ortonormal y nos
piden calcular la matriz de una simetria respecto al eje generado por un vector .

Los pasos para hallar la matriz de la simetria son:

1. Completamos %1 a una base ortogonal: B’ = {1, Uz}

2. La matriz de la simetria respecto a esta base sera:

1 0
TB/—(O _1).

3. Hacemos el cambio de base de la matriz Tz :

T = MBB’TB’(MBB’)_l-

6.3 Clasificacién de transformaciones ortogonales en IR%.

Teorema 6.4 Toda transformacion ortogonal t en IR? distinta de la identidad es un giro
0 una simetria respecto a un eje.

Prueba: Sea T' la matriz de t respecto a una base B ortonormal. Sabemos que:

T'T = Id. |T| = £1. Los autovalores reales de 7" son 1 6 —1.
Hay las siguientes posibilidades:

1. T tiene un Unico autovalor real A = 1 con multiplicidad 2. Entonces T es semejante
a la identidad y por tanto de hecho T' = Id.

2. T tiene un uinico autovalor real A = —1 con multiplicidad 2. Entonces T es semejante
a —Id y de hecho T' = —Id. Se trata de un giro de dngulo 7 o una simetria respecto
al origen.

3. T tiene por autovalores \; =1 y A2 = —1. Entonces T es semejante a la matriz

1 0
TB"(O —1>

En particular existe una base ortonormal B’ respecto a la cual la matriz de t es la
anterior. Deducimos que se trata de una simetria respecto a un eje. Teniendo en
cuenta que dicho eje estd formado por vectores que no varian por la simetria, el eje
es el subespacio caracteristico 7.
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4. T no tiene autovalores reales. Supongamos que 7T es de la forma:
a b
T —
(c a)

>+ =1, ab+cd=0; V¥ +d? =1,

Como TTt = Id

Ademss el polinomio caracteristico es:
|T — Md| = X — (a+d)\+ad — bc = 0

Teniendo en cuenta que el discriminante es (a + d)? — 4(ad — bc) para que no tenga
autovalores reales tiene que cumplirse:

ad —be > 0.
Podemos tomar:
a=Cos(a), c=Sin(a); b= Sin(B), d=Cos(p).

para ciertos valores «, 8 € R.
Ahora:

ab+cd=0 = Cos(a)Sin(B)+ Sin(a)Cos(B) =0 = Sin(a+ ) =0.
ad —bc>0 = Cos(a)Cos(p) — Sin(a)Sin(8) >0 = Cos(a+ ) > 0.

Deducimos que a4+ 8 = 0 y por tanto:

b= Sin(B) = Sin(—a) = —=Sin(a) = —a.
d = Cos(fB) = Cos(—a) = Cos(a) = c.

Vemos que T puede escribirse como:

(St ~oomto)

y por tanto se trate de un giro de dngulo a respecto a la orientacién dada por la
base B. [ |

Resumimos la clasificacién en el siguiente cuadro:

’ Transformaciones ortogonales en IR” ‘

’ Autovalores \ Clasificacion \ Tipo ‘
1 {1,1} \ Identidad | Directa |
{1,-1} | Simetria respecto a Sy. | Inversa |

Simetria respecto al origen.
{-1,-1} i Directa
Giro de angulo 7.

Giro de angulo a:
T _ (Cos(a) —Sz’n(a))
B\ Sin(a)  Cos(a)
B base ORTONORMAL.
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7 Transformaciones ortogonales en IR®.

Comenzaremos describiendo las transformaciones ortogonales de IR?.

7.1 Giros en IR3.

Teorema 7.1 Sea B = {€1, €3, €3} una base ortonormal de R? y o un dngulo cualquiera.
El giro de angulo « sobre el semieje de giro generador por €; y con respecto a
la orientacion dada por la base B tiene por matriz asociada:

1 0 0
Tp=|(0 Cos(a) —Sin(a)
0 Sin(a) Cos(a)

Prueba: Basta tener en cuenta que el semieje de giro e; queda invariante por el giro.
Mientras que al plano perpendicular generado por la base ortonormal {é, €3} le aplicamos
la matriz de giro en IR? vista en la seccién anterior.

Observacién 7.2 Hay que tener en cuenta que para definir un giro en IR® son impre-
scindibles:

1. el semieje de giro (no sdlo el eje).
2. la orientacion que sirve de referencia.
3. el dngulo de giro.

Los dos primeros datos son los que permiten identificar en que sentido se toman los
angulos positivos.

7.1.1 Procedimiento para hallar la matriz de un giro en IR® en una base
cualquiera.

Supongamos que nos dan una base B = {1, 2, i3} no necesariamente ortonormal y
nos piden calcular la matriz respecto a la base B de un giro de angulo «, semieje v y con
la orientaciéon dada por la base B.

Los pasos para hallar la matriz de giro son:

1. Calcular una base B’ = {0}, 05, v4} ortonormal, de manera que
LD
v = —
liodl

2. Comprobar que esta base tiene la misma orientacion que la de partida, es decir
|Mpp:| > 0. Sino la tuviese cambiamos el vector o5 por —ub.

3. La matriz de giro respecto a la base B’ es:

1 0 0
Tgr=|0 Cos(a) —Sin(«a)
0 Sin(a) Cos(a)
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4. Hacemos el cambio de base de la matriz Ty :
Tp = MppTe Mg,

Serd util tener en cuenta que si la base de partida B ya era ortonormal,
entonces la matriz de paso Mpp es ortogonal y la inversa coincide con
la traspuesta.

Como antes, en todos aquellos pasos donde aparezca el producto escalar (o normas),
hay que utilizar la correspondiente matriz de Gram respecto a la base en que se esté
trabajando. Si la base en que se trabaja es ortonormal, la matriz de Gram es la identidad
v el producto escalar el usual.

7.2 Simetrias en IR>.

7.2.1 Simetrias respecto al origen.

Teorema 7.3 Sea B una base cualquiera de R®. La simetria respecto al origen tiene
por matriz asociada Tg = —Id.

Prueba: Basta tener en cuenta que la simetria respecto al origen invierte el signo de
cualquier vector. [ |

7.2.2 Simetria respecto a una recta.

Teorema 7.4 Sea B = {é),é,¢3} una base ortogonal de IR?. La simetria respecto
al eje generado por é; tiene por matriz asociada:

1 0 0
Ip=(0 -1 0
0 0 -1

Prueba: Basta tener en cuenta que el eje de simetria es invariante, mientras que los
vectores perpendiculares a él son cambiados de signo:

t(él) = e3; t(éQ) = —eé9; t(ég) = —eéj3.

7.2.3 Simetria respecto a un plano.

Teorema 7.5 Sea B = {é1,¢é2,é3} una base ortogonal de IR3. La simetria respecto
al plano generado por e, es tiene por matriz asociada:

1 0 0
ITp=(0 1 0
0 0 -1

Prueba: Basta tener en cuenta que el plano de simetria es invariante, mientras que los
vectores perpendiculares a él son cambiados de signo:
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7.2.4 Procedimiento para hallar la matriz de una simetria en una base
cualquiera.

Supongamos que nos dan una base B = {é1, €2, €3} no necesariamente ortonormal y
nos piden calcular la matriz de una simetria respecto al:

1. Eje generado por un vector ;.

2. Plano generado por un vector iy, ua.
Los pasos para hallar la matriz de la simetria son:

1. Simetria respecto al eje generado por ;.

(a) Completamos @; a una base ortogonal: B’ = {uy, 2, u3}. En realidad sélo
necesitamos que o, 43 sean perpendiculares a ;.

(b) La matriz de la simetria respecto a esta base sera:

1 0 0
Ty=[0 -1 0
0 0 -1

(c) Hacemos el cambio de base de la matriz T:
Tp = MppTe Mg,
2. Simetria respecto al plano generado por uq, us.

(a) Completamos @) a una base: B’ = {uy,us2,us}, con ug ortogonal al plano

ﬁ{ﬂl, ﬂg}.
(b) La matriz de la simetria respecto a esta base sera:
1 0 0
Tpr=(0 1 0
0 0 -1

(c) Hacemos el cambio de base de la matriz Tp:

/ -1
TB:MBBTB/ BB'*

7.3 Clasificacién de transformaciones ortogonales en IR’.

Teorema 7.6 Toda transformacion ortogonal t en IR? distinta de la identidad es:
- un giro, 0
- una simetria respecto a un punto, a una recta o a un plano, 6

- composicion de un giro y una simetria respecto al plano perpendicular al eje de giro.

Prueba: Sea 7' la matriz de t respecto a una base B ortonormal. Sabemos que:

TT' = Id. |T| = £1. Los autovalores reales de 7" son 1 6 —1.

Hay las siguientes posibilidades:

45



Tema II. Capitulo 3. Transformaciones ortogonales.

1. T tiene un tnico autovalor real A = 1 con multiplicidad 3. Entonces T es semejante
a la identidad y por tanto de hecho T' = Id.

2. T tiene un unico autovalor real A = —1 con multiplicidad 3. Entonces 1" es semejante
a —Id y de hecho T'= —1d. Se trata de una simetria respecto al origen.
3. T tiene por autovalores A\; = 1, con multiplicidad 2 y Ay = —1, con multiplicidad
1. Entonces T' es semejante a la matriz
1 0 0
Tpr=10 1 0
0 0 -1

En particular existe una base ortonormal B’ respecto a la cual la matriz de ¢ es la
anterior. Deducimos que se trata de una simetria respecto a un plano. Teniendo
en cuenta que dicho plano estd formado por vectores que no varian por la simetria,
el plano de simetria es el subespacio caracteristico Sy.

4. T tiene por autovalores Ay = 1, con multiplicidad 1 y Ay = —1, con multiplicidad
2. Entonces T' es semejante a la matriz
1 0 0
Tgr=10 -1 0
0o 0 -1

Razonando como antes vemos que ¢ es una simetria respecto un eje correspondiente
al subespacio caracteristico S7.

5. T tiene un tnico autovalor real A\; = 1 con multiplicidad 1. Entonces IR?® puede
descomponerse como:
R3 =S5, ® St
donde Si- es un subespacio 2-dimensional invariante por ¢. La restriccién de t a Si-
es un transformacion ortogonal que no tiene autovalores reales. Por la clasificacién
de transformaciones ortogonales en IR? sabemos que se trata de un giro.

Por tanto existe una base ortonormal B’ = {uy, 2, U3} con
Si={wm} y 5§ ={ug us}
respecto a la cual la matriz asociada a t es:

1 0 0
Tgr=|0 Cos(a) —Sin(«a)
0 Sin(a) Cos(a)

y por tanto se trata de un giro de angulo « respecto a la orientacién dada por la
base B’ y el semieje ;.

6. T tiene un tnico autovalor real Ay = —1 con multiplicidad 1. Razonando como
antes deducimos que existe una base ortonormal B’ = {1, 42,43} con

Soi={m} vy S84 ={usus}

respecto a la cual la matriz asociada a t es:

-1 0 0 -1 0 0 1 0 0
Tp = 0 Cos(a) —Sin(a) | = 0 1 0 0 Cos(a) —Sin(a) |,
0 Sin(a) Cos(a) 0 0 1 0 Sin(a) Cos(a)

y por tanto se trate de la composicion de un giro de dngulo « respecto a la ori-
entacién dada por la base B’ y el semieje i1, con una simetria respecto al plano
S+ n
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Resumimos la clasificacién en el siguiente cuadro:

Transformaciones ortogonales en IR® ‘

|

’Autovalores\ Clasificacion \ Tipo ‘
{111} ] Identidad | Directa |
- {11 —1} ‘ Simetria respecto al plano Si. | Inversa |
’ {1,-1,-1} ‘ Simetria respecto al eje Si. ‘ Directa ‘
] {—-1,—-1,-1} \ Simetria respecto al origen. \ Inversa ‘

Giro de dngulo o respecto al semieje y:
1 0 0
Tp=|0 Cos(a) —Sin(«)
0 Sin(a) Cos(a) Di
B = {1, iis, i3} base ORTONORMAL. recta
- ﬁ{ﬂl}
Sit = L{uy, iz}
Orientacion dada por base B.

1, mult=1.

Composicion de:

- Giro de dangulo o respecto al semieje y:
—1 0 0
Tp = 0 Cos(a) Sin(a)
0 —Sin(a) Cos(a) I
B = {iy, iy, i3} base ORTONORMAL, fversa
S_l - £{l_61}
St = L{uy, us}

Orientacion dada por base B.

—1, mult=1.

- Simetria respecto al plano S*.

7.4 Meétodo alternativo de clasificacién transformaciones or-
togonales.

Expondremos un método alternativo para clasificar transformaciones ortogonales en di-
mensién 2 y 3. El resultado conocido en el que se basa es el siguiente:

Proposicion 7.7 El determinante y la traza de la matriz asociada a un endomorfismo
no depende de la base.

Teniendo en cuenta esto y que, dependiendo de que tipo de transformacién ortogonal
se trate, hemos estudiado cuales son sus matrices asocidadas respecto a bases ortonormales
adecuadas, veamos como clasificar.

7.4.1 Transformaciones ortogonales en IR”.

Si la transformacion ortogonal es una simetria respecto a una recta la matriz asociada
respecto a una base ortonormal adecuada (uno de los vectores es el que genera el eje de
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simetria), vimos que es:
10
0 -1
Si la transformacién ortogonal es un giro la matriz asociada respecto a una base

ortonormal es:
(cos(a) —sin(a) )

sin(a)  cos(a)

Tenemos determinante —1 y traza 0.

Tenemos determinante 1 y traza 2cos(«). En este caso estan incluidas las situaciones
particulares en las que el angulo es 0 y por tanto la transformacién es la identidad o el
angulo es de 180° y la transformacion es una simetria respecto al origen.

Vemos que la traza nos permite calcuar el coseno del dngulo, de manera, que este
puede ser escogido entre el intervalo [0, 7]. El problema que hay que resolver es si este
angulo ha de tomarse con signo positivo o negativo, dependiendo de la orientaciéon que
estemos manejando.

Para ello, si trabajamos con la orientacién dada por la base B = {é1,é2}, conside-
ramos la base B’ = {é1, f(é1)}. Si ambas bases tienen la misma orientacién, entonces
el angulo ha de ser tomado con signo positivo; si tienen distinta, el angulo se toma con
sentido negativo.

Resumimos todo esto en el siguiente cuadro:

’ Transformaciones ortogonales en IR? ‘

’ Orientacién dada por B = {é;,é;}. F matriz asociada en cualquier base ‘
| Det(F) | Traza(F) | Clasificacion |
’ 1 \ 2 \ Identidad ‘
Simetria respecto al origen.

1 —2 T

Giro de angulo 7.

Giro de dngulo a:
1 7&2 —9 B/:{éhf(el)}

’ Si |[Mpp/| > 0, a = +arccos(traza(F)/2).
Si |Mpp/| <0, a = —arccos(traza(F)/2).

] -1 \ 0 \ Simetria respecto a Sy ‘

7.4.2 Transformaciones ortogonales en IR®.

Estudiando, para cada tipo de transformacién, la traza y el determinante, obtenemos la
siguiente tabla de clasificacién.
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Transformaciones ortogonales en IR’

Orientacion dada por base B. F' matriz asociada en cualquier base

|
|
|
|
|

B = {u,7, f(v)}

- Simetria respecto al plano S=*,.

Si |[Mpp| >0, a = +arccos((traza(F) +1)/2).
Si [Mpg| <0, « =—arccos((traza(F) +1)/2).

Det(F) | Traza(F) | Clasificacién
1 ‘ 3 ‘ Identidad
1 ‘ —1 ‘ Simetria respecto a la recta S
Giro de dngulo « respecto al semieje uy:
u; = autovector asociado al 1
1 231 v vector linealmentente independiente con u;
’ B/:{ﬂh@,f(l))}
Si [Mpp| > 0, o = 4arccos((traza(F) —1)/2).
Si |Mpp/| <0, « = —arccos((traza(F) —1)/2).
’ -1 \ -3 \ Simetria respecto al origen. ‘
’ —1 ‘ 1 ‘ Simetria respecto al plano Sy ‘
Composicién de giro y simetria:
- Giro de dngulo o respecto al semieje Uy :
u; = autovector asociado al —1
1 431 v vector linealmentente independiente con
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