Algebra Lineal Il

TEMA I- Aplicaciones bilineales.

Capitulo 1. Formas bilineales y formas cuadraticas.

Formas bilineales.

Luis Fuentes Garcia (2022).
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Formas bilineales (1): Motivacion y definicion.
Motivacion:

Producto escalar: nos sirve para medir angulos y distancias (“hacer” geometria).

Ejemplo. Producto escalar usual: (x,y) - (x",y)=x-x"+y-y

(1,2)-(3,-1)=1-342-(-1)=3-2=1

u-v (dos vectores se transforma en un nimero) =—p f: R> X R* > R f(ﬁ, 1})) =U-V
(au+ bV) - W=au-w+bv-w —> f(au+ bv,w) = af(u,w) + bf (v,w) | LINEALIDAD en la 12 componente
w-(@Qu+bv)=aw - -u+bw- v —> f(W,au + bv) = af (W, u) + bf(w, V) | LINEALIDAD en la 22 componente

BILINEALIDAD

Definicion (forma bilineal):

Dado un espacio vectorial U una forma bilineal en U, es una aplicacién f: U X U — R lineal en cada componente, es
decir, cumpliendo:

i) fau + bv,w) = af(u,w) + bf(v,w)  LINEALIDAD en la 12 componente BILINEALIDAD
ii) f(w,au + bv) = af(w,u) + bf(w,v)  LINEALIDAD en la 22 componente
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Formas bilineales (ll). Ejemplos.

Definicion (forma bilineal):

Dado un espacio vectorial U una forma bilineal en U, es una aplicacién f: U X U — R lineal en cada componente, es
decir, cumpliendo:

i) f(au + bv,w) = af(u,w) + bf(v,wW)  LINEALIDAD en la 12 componente
ii)f(w,au+ bv) = af(W,u) + bf(W,v)  LINEALIDAD en la 22 componente

} BILINEALIDAD

Ejemplo 1: f:R? X R> > R, f((x, y), (x’,y’)) =xx' —xy' + 2yx' + 3yy’ ¢ BILINEAL?

i) LINEALIDAD en la 12 componente u= (x,) v=(x,y) w= (x"y"

f(au + bv,w) = f(a(x,y) + b(x,y"), (x",¥")) = f((ax + bx',ay + by'), (x",y") =
= (ax + bx)x" — (ax + bx")y" + 2(ay + by )x"" + 3(ay + by')y" =

I 5,07

= axx" + bx'x"" —axy'" — bx'y" + 2ayx'" + 2by'x" + 3ayy' + 3by'y"
IGUALES

af @, w) + bf(0,w) = af((x,y), (*",y") ) + bf((x',y), (x",y") ) =
— a(xx// _ xyll + Zyxll + 3yyll) + b(x/x// _ x/y” + zy[x[/ + 3y,y,,) — /
|iSI ES BILINEAL!

I 5,07

= axx" —axy" + 2ayx"" + 3ayy”’ + bx'x" — bx'y" + 2by’'x"" + 3by'y"
ii) LINEALIDAD en la 22 componente

fw,au + bv) = f((x",y"),alx,y) + b(x',y')) = -+ cuentas ... }
af(w,u) + bf(w,v) = af((x",y""), (x,¥)) + bf((x",y"), (x",y")) = -+ cuentas ...
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Formas bilineales (ll). Ejemplos.

Definicion (forma bilineal):

Dado un espacio vectorial U una forma bilineal en U, es una aplicacién f: U X U — R lineal en cada componente, es
decir, cumpliendo:

i) f(au + bv,w) = af(u,w) + bf(v,wW)  LINEALIDAD en la 12 componente
ii)f(w,au+ bv) = af(W,u) + bf(W,v)  LINEALIDAD en la 22 componente

} BILINEALIDAD

Eiemplo 2: P,(R) polinomios de grado < 2 1

f:P,(R) X P,(R) — R, f(p(x),q(x)) = j p(t)q(t)dt ¢&BILINEAL?
0
i) LINEALIDAD en la 12 componente u=px) v =q(x) W =r(x)
f(ati + bv, W) = f(ap(x) + bq(x), r(x)) = [} (ap(t) + bq(t))r(t)dt = ‘ iSI ES BILINEAL!

= [, (ap(®Or(®) + bg(O)r(D))dt = [ ap(O)r(O)dt + [, bq(O)r(t)dt =
= afolp(t)r(t)dt +b fol q(Or(t)dt «— IGUALES
af W) + bf (5, W) = af (0(x), (%)) + bf (q(x),7(x)) = a [y pOr(Dde + b [} g(Or(D)dt
ii) LINEALIDAD en la 22 componente
fw,au + bv) = f(r(x),ap(x) + bq(x)) = --- cuentas ...

} IGUALES
af(w,u) + bf(w,v) = af(r(x),p(x)) + bf(r(x),p(x)) = --- cuentas ...
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Formas bilineales (lll): Matriz asociada.

f:U X U — R forma bilineal

B = {uj, u,,...,u,} basede U

(X1, X2, -, Xp)p = XqUq + XUz + -+ + XpUy
(Y1, Y2, -, Yn)g = Y1Ug + Yous + -+ y,u,

<l =l

Linealidad en la 12 componente
f(X,Y) = f(xquy + x3uz, y1uy + youz) = x1f(Uy, y1Uy + youz) + x2f(uz, y1ug + yuz) =

f(uy, uq) f(u_lfth)> (Y1)
Y2

= x1y1f(uy, uy) + x1y,f (g, uz) +x,y1 f(uz, uy) + x5, f(uz, uz) = (X1 X2)p <f(@’u_{) L, ;)

~ Linealidad en la 22 componente
Matriz asociada a f respecto de la base B

e Pai ) fapaw) faupaug) - fQug )
STt tais VLY s F, = | f@zw) fEzuw) - fOu)

V1 : : " :

U, u U, u U, u
fF@P) = (X1 X2 .. Xp)gFp yz ,,,,,,,,,,,,,,, fOtnty) fQhy ) fQt )/
Yn/ g (FB)l] — (f(uu U; )
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Formas bilineales (V). Matriz asociada: ejemplos.

f:Ux U - Rforma bilineal B = {uj, uy, ..., u,} base de U Matriz asociada a f respecto de la base B
= (X1 %y, %) = ( ) fagu) fuguz) - flupuy)
X = \X1,X2, - X0)B y_yl'yz'};"'YnB F, = fapu) fzuy) - fuzuy)
1 : : :
fE@M = X2 . Xn)pFp <y3> fffffffffff fOnun) fOntz) - fQun)/
Yn/ g (Fp)ij = (f(u_fif )
Eiemplol:  f:R*xR* >R, f((x,y), (', y)) = xx' — xy' + 2yx' + 3yy’
Base candnica: C = {e7,e;} = {(1,0),(0,1)} eFC? iATAJO! (R™ base canénica)
P (f(e_lie_{) f(e—lie—zv) _ (f((l, 0),(1,0)) f((1,0),(0, 1))) ~(t Y : ,
© T \flepen) flezen) \f((0,1),(1,0) f((0,1),(0,1)/ 2 3 9; 31’
—1\x
f((l,O),(l,O)):1-1—1-O+2-0-1+3-O-0 F,. =(2 B)y
f((1,0),(01))=1-0-1-1+2-0-0+3-0-1
f((0,1),(1,00))=0-1-0-0+2-1-1+3-1-0
I _ 1 -1 x'
£((0,1),(0,1))=0-0-0-14+2-1-04+3-1-1 f((xep), (&, y))=(* 3')(2 3)(y,)
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Formas bilineales (1V). Matriz asociada: ejemplos.

f:U XU — R forma bilineal B = {uy,uy,...,u,} basede U Matriz asociada a f respecto de la base B
2 = (o1 % ) 5 = (y1,y ) fugpuy) fugpuz) - f(ugu,)
AT NMLE e tndB Y T 1 '2'3;"'"3 F, = fuz,uy) fuy,uy) - f(uz,u,)
1 : : s
f@7) =(*1 X2 Xn)gF g <y2> fuyu)) fupuy) - f(uy,uy)
Yn/ g (Fp)ij = (f(u_fif )
i _ 1
Blemplo2: o p R)xP,(R) >R, f(p(x),q(x) = j p(Dq(D)dt 1 1/2 1/3
0 Fo=[1/2 1/3 1/4
Base candnica: C=1{po(x),p1(x),p2(x)} = {1, x,x*} 1/3 1/4 1/5

f(pl(x)r p()( x)) f(pl(x)l pl( x)) f(pl(x)r pZ( x)) f(xr 1) f(x; x) f(xr xZ) 1/2 1/3 1/4'
fP2(x),po(2))  f(p2(x),p1(x))  f(p2(x), p2(%)) f(x%,1) f(x%x) f(x%x?) 1/3 1/4 1/5

1
f(1,1):f 1-1dt=t]{=1-0=1
0

<f(po(x),po(x)) fpo(x),p1(x)) f(po(x),pz(x))> (f(l'l) f(1,x) f(1rx2)> (1 1/2 1/3>
FC - = =

t 1 0 1
2 2 3
flos?) —/;) ./;) 4], 4 4 4
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Formas bilineales (1V). Matriz asociada: ejemplos.

f:U XU — R forma bilineal B = {uy, uz, ..., u,} base de U Matriz asociada a f respecto de la base B

)

fgu) fuguz) - f(uguy)
v Fp = fazu)) fluzuz) - f(uzuy)
1 . . .
FEI = F X2 o xn)pFy <y=2> fffffffffff fO ) fOz) - fQi)
Yn/ g (Fp)ij = (f(u_fif )
Eijemplo 2: _ _ ! 1 1/2 1/3
P (R)X PR =R, f@0,0) = | pOa0de /2 1/
0 Fo=|1/2 1/3 1/4
Base candnica: C=1{po(x),p1(x),p2(x)} = {1, x,x*} 1/3 1/4 1/5

p(x)=1—-x+x*=(1,-1,1)
q(x) =2+ x+3x%=(2,1,3),

1 44

Fo@.a0) = | =1z

1 1
p(t)q(t)dt = f (1—t+t5)(2+t+3tH)dt = ] (2 —t+4t* - 263 + 3t*)dt = -
0 0 0

1 1/2 1/3\ /2 2\ 44
fp(x),qx)=0 -1 1).|1/2 1/3 1/4 <1> =(5/6 5/12 17/60)(1)=E
1/3 1/4 1/5)\3/ 3
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Formas bilineales (V). Cambio de base.

f:U x U — R forma_bilineal
B = {uj,uy,...,u,} basede U

B' = {v{,v,,...,v,} base de U

f(x,y) =

X2

Xn)pFp

!

Y1 Y1
Y2
| =0’ xf % Vg F, | 72
yn B yn B/
(xl xz xn)B == (xll le xn’)B, MtBBI

Y1 Y1 X1 X1
Y2 | _ M yo' X2 X
: — ""BB'| : : BB'|
!/
yn B yn B[ xn xn B/
- N / /
fX,y)=((x =x;

BB’
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Formas bilineales (VI). Cambio de base. Ejemplo.

f:U XU — R forma bilineal ¢
B = {uj,uy,...,u,} basede U F —_ ,F M /
B' = {v{,v,,...,v,} base de U Br BB B BB
Ejemplo 1: f:R* X R* > R, f((x1,%2), 1, ¥2)) = X1Y1 + 2X1Y2 — X2¥1 + 4%2¥2
B ={(1,2),(1,1)} ¢ Fp ? 111
— at _
Fg =McpgFcMcp MCB_(Z 1)
¢ ={(1,0),(0,1)} |

iATAJO! (R" base candnica)

t
v o F=( ) (4 DG 1)
19 9
B :(12 6)
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Formas bilineales simétricas y hemisimétricas.

Dada una forma bilineal en un espacio vectorial U, f: U X U = R

f essimétrica & f(u,v)=f(wu), Vu,veU &  Fpsimétrica

antisimétrica = — L antisimétrica
fes ghemisimétrica © f( )=—fWu), Vu,veU < Fp §hemisimétrica

A N A N

f essimétrica < (Fp);j = (f(u_l’ij ) = | Nu;, u; ) = (Fp)ji & Fp= F, &  Fpgsimétrica

antisimétrica antisimétrica
— - uN)=(—=F(71. 77.)) = — .. — —Ft
fes ghemisimétrica © (FBij = (f(ui’ U; ) - ( f(u],u, ) =—(Fp)j < Fp Fp & Fpg 6 hemisimétrica

Matriz asociada a f respecto de la base B

fagu) fguz) - fluguy)
F. = | f@zu) f(uzuz) - fluzuy)
B : : :

fnu) fun,uz) - f(unun)

ALGEBRA LINEAL I Grado en Tecnologia en la Ingenieria Civil. UDC.




Formas bilineales simétricas y hemisimétricas.

Dada una forma bilineal en un espacio vectorial U, f: U X U - R Ni son iguales (no simétrica).

Ni de distinto signo (no antisimétrica)

f essimétrica © f(u,v)=fW,u), Vu,veU &  Fpsimétrica

antisimétrica . L L antisimétrica
fes ¢ hemisimétrica © fw,v)=—-fvu), vu,vel < Fg ¢ hemisimétrica

AN

Ejemplo1l: f:R* X R? >R, f((x ), (x,y)) = xx' —xy' + 2yx' + 3yy’ \

F 1 @ NO simétrica f((l,O),(O,l))=1-0—1-1+2-0-0+3.0.1=:/_1\
c _® 3 NO antisimétrica f((O,l),(l,O)):O-1—0-0+2.1.1+3.1.0:'\\2 '

!

\ yi
AY

N -

Ejemplo 2:

1
FiPy(R)XPy(R) >R, f(p(x),q(x) = jo p(Dq(0)dt

1 1/2 1/3 Otra forma de demostrar la simetria:
F.=(1/2 1/3 1/4 1 1
1/3 1/4 1/5 Fp(x), q(x)) = jo p(Hq(t)dt = jo a(Op(Odt = F(q(), p(x))
F. simétrica & f simétrica
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