
ÁLGEBRA LINEAL II Grado en Tecnología en la Ingeniería Civil. UDC.

Álgebra Lineal II

Luis Fuentes García (2022). 

TEMA I- Aplicaciones bilineales.
Capítulo 1. Formas bilineales y formas cuadráticas.

Formas bilineales.
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Formas bilineales (I): Motivación y definición.

Producto escalar: nos sirve para medir ángulos y distancias (“hacer” geometría).

𝒖𝒖 ⋅ 𝒗𝒗

𝐄𝐄𝐄𝐄𝐄𝐄𝐄𝐄𝐄𝐄𝐄𝐄𝐄𝐄.𝐏𝐏𝐏𝐏𝐏𝐏𝐏𝐏𝐏𝐏𝐏𝐏𝐏𝐏𝐏𝐏 𝐞𝐞𝐞𝐞𝐞𝐞𝐞𝐞𝐞𝐞𝐞𝐞𝐞𝐞 𝐮𝐮𝐮𝐮𝐮𝐮𝐮𝐮𝐮𝐮: 𝒙𝒙,𝒚𝒚 ⋅ 𝒙𝒙′,𝒚𝒚′ = 𝒙𝒙 ⋅ 𝒙𝒙′ + 𝒚𝒚 ⋅ 𝒚𝒚𝒚

1,2 ⋅ 3,−1 = 1 ⋅ 3 + 2 ⋅ −1 = 3 − 2 = 1

𝒇𝒇:𝑹𝑹𝟐𝟐 × 𝑹𝑹𝟐𝟐 → 𝑹𝑹 𝑓𝑓 𝑢𝑢, 𝑣⃗𝑣 = 𝑢𝑢 ⋅ 𝑣⃗𝑣

𝐚𝐚𝒖𝒖 + 𝒃𝒃𝒗𝒗 ⋅ 𝒘𝒘 = 𝒂𝒂𝒖𝒖 ⋅ 𝒘𝒘 + 𝒃𝒃𝒗𝒗 ⋅ 𝒘𝒘

𝒘𝒘 ⋅ 𝐚𝐚𝒖𝒖 + 𝒃𝒃𝒗𝒗 = 𝒂𝒂𝒘𝒘 ⋅ 𝒖𝒖 + 𝒃𝒃𝒘𝒘 ⋅ 𝒗𝒗

𝒊𝒊) 𝒇𝒇 𝐚𝐚𝒖𝒖 + 𝒃𝒃𝒗𝒗,𝒘𝒘 = 𝒂𝒂𝒇𝒇 𝒖𝒖,𝒘𝒘 + 𝒃𝒃𝒇𝒇 𝒗𝒗,𝒘𝒘

𝒇𝒇 𝒘𝒘, 𝐚𝐚𝒖𝒖 + 𝒃𝒃𝒗𝒗 = 𝒂𝒂𝒇𝒇 𝒘𝒘,𝒖𝒖 + 𝒃𝒃𝒇𝒇 𝒘𝒘,𝒗𝒗

(dos vectores se transforma en un número)

LINEALIDAD en la 1ª componente

LINEALIDAD en la 2ª componente

Definición (forma bilineal):
Dado un espacio vectorial 𝑼𝑼 una forma bilineal en 𝑼𝑼, es una aplicación 𝒇𝒇:𝑼𝑼 × 𝑼𝑼 → 𝑹𝑹 lineal en cada componente, es 
decir, cumpliendo:

𝒊𝒊𝒊𝒊) 𝒇𝒇 𝒘𝒘, 𝐚𝐚𝒖𝒖 + 𝒃𝒃𝒗𝒗 = 𝒂𝒂𝒇𝒇 𝒘𝒘,𝒖𝒖 + 𝒃𝒃𝒇𝒇 𝒘𝒘,𝒗𝒗
LINEALIDAD en la 1ª componente
LINEALIDAD en la 2ª componente

BILINEALIDAD�

Motivación:

𝒇𝒇 𝐚𝐚𝒖𝒖 + 𝒃𝒃𝒗𝒗,𝒘𝒘 = 𝒂𝒂𝒇𝒇 𝒖𝒖,𝒘𝒘 + 𝒃𝒃𝒇𝒇 𝒗𝒗,𝒘𝒘

BILINEALIDAD
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Formas bilineales (II). Ejemplos.

𝒊𝒊) 𝒇𝒇 𝐚𝐚𝒖𝒖 + 𝒃𝒃𝒗𝒗,𝒘𝒘 = 𝒂𝒂𝒇𝒇 𝒖𝒖,𝒘𝒘 + 𝒃𝒃𝒇𝒇 𝒗𝒗,𝒘𝒘

Definición (forma bilineal):
Dado un espacio vectorial 𝑼𝑼 una forma bilineal en 𝑼𝑼, es una aplicación 𝒇𝒇:𝑼𝑼 × 𝑼𝑼 → 𝑹𝑹 lineal en cada componente, es 
decir, cumpliendo:

𝒊𝒊𝒊𝒊)𝒇𝒇 𝒘𝒘,𝐚𝐚𝒖𝒖 + 𝒃𝒃𝒗𝒗 = 𝒂𝒂𝒇𝒇 𝒘𝒘,𝒖𝒖 + 𝒃𝒃𝒇𝒇 𝒘𝒘,𝒗𝒗
LINEALIDAD en la 1ª componente
LINEALIDAD en la 2ª componente

BILINEALIDAD�

Ejemplo 1: 𝒇𝒇:𝑹𝑹𝟐𝟐 × 𝑹𝑹𝟐𝟐 → 𝑹𝑹, 𝒇𝒇 𝒙𝒙,𝒚𝒚 , 𝒙𝒙′,𝒚𝒚′ = 𝒙𝒙𝒙𝒙′ − 𝒙𝒙𝒚𝒚′ + 𝟐𝟐𝒚𝒚𝒙𝒙𝒙 + 𝟑𝟑𝒚𝒚𝒚𝒚𝒚 ¿ BILINEAL ?

i) LINEALIDAD en la 1ª componente 𝒖𝒖 = 𝒙𝒙,𝒚𝒚 𝒗𝒗 = 𝒙𝒙′,𝒚𝒚′ 𝒘𝒘 = 𝒙𝒙𝒙𝒙,𝒚𝒚𝒚𝒚
𝒇𝒇 𝐚𝐚𝒖𝒖 + 𝒃𝒃𝒗𝒗,𝒘𝒘 = 𝒇𝒇(𝒂𝒂 𝒙𝒙,𝒚𝒚 + 𝒃𝒃 𝒙𝒙𝒙,𝒚𝒚𝒚 , 𝒙𝒙′′,𝒚𝒚′′ ) = 𝒇𝒇( 𝒂𝒂𝒂𝒂 + 𝒃𝒃𝒙𝒙′,𝒂𝒂𝒂𝒂 + 𝒃𝒃𝒚𝒚′ , 𝒙𝒙′′,𝒚𝒚′′ =

= 𝒂𝒂𝒂𝒂 + 𝒃𝒃𝒙𝒙′ 𝒙𝒙′′ − 𝒂𝒂𝒂𝒂 + 𝒃𝒃𝒙𝒙′ 𝒚𝒚′′ + 𝟐𝟐 𝒂𝒂𝒂𝒂 + 𝒃𝒃𝒚𝒚′ 𝒙𝒙′′ + 𝟑𝟑 𝒂𝒂𝒂𝒂 + 𝒃𝒃𝒚𝒚′ 𝒚𝒚′′ =
= 𝒂𝒂𝒂𝒂𝒙𝒙′′ + 𝒃𝒃𝒙𝒙′𝒙𝒙′′ − 𝒂𝒂𝒂𝒂𝒚𝒚′′ − 𝒃𝒃𝒙𝒙′𝒚𝒚′′ + 𝟐𝟐𝒂𝒂𝒂𝒂𝒙𝒙′′ + 𝟐𝟐𝒃𝒃𝒚𝒚′𝒙𝒙′′ + 𝟑𝟑𝒂𝒂𝒂𝒂𝒚𝒚′′ + 𝟑𝟑𝒃𝒃𝒚𝒚′𝒚𝒚𝒚𝒚

𝒂𝒂𝒇𝒇 𝒖𝒖,𝒘𝒘 + 𝒃𝒃𝒇𝒇 𝒗𝒗,𝒘𝒘 = 𝒂𝒂𝒇𝒇 𝒙𝒙,𝒚𝒚 , 𝒙𝒙𝒙𝒙,𝒚𝒚𝒚𝒚 + 𝒃𝒃𝒇𝒇 𝒙𝒙𝒙,𝒚𝒚𝒚 , 𝒙𝒙𝒙𝒙,𝒚𝒚𝒚𝒚 =
= 𝒂𝒂 𝒙𝒙𝒙𝒙′′ − 𝒙𝒙𝒚𝒚′′ + 𝟐𝟐𝒚𝒚𝒙𝒙′′ + 𝟑𝟑𝒚𝒚𝒚𝒚′′ + 𝒃𝒃 𝒙𝒙′𝒙𝒙′′ − 𝒙𝒙′𝒚𝒚′′ + 𝟐𝟐𝒚𝒚′𝒙𝒙′′ + 𝟑𝟑𝒚𝒚′𝒚𝒚′′ =

= 𝒂𝒂𝒂𝒂𝒙𝒙′′ − 𝒂𝒂𝒙𝒙𝒚𝒚′′ + 𝟐𝟐𝒂𝒂𝒚𝒚𝒙𝒙′′ + 𝟑𝟑𝒂𝒂𝒚𝒚𝒚𝒚′′ + 𝒃𝒃𝒙𝒙′𝒙𝒙′′ − 𝒃𝒃𝒙𝒙′𝒚𝒚′′ + 𝟐𝟐𝒃𝒃𝒚𝒚′𝒙𝒙′′ + 𝟑𝟑𝒃𝒃𝒚𝒚′𝒚𝒚′′

ii) LINEALIDAD en la 2ª componente
𝒇𝒇 𝒘𝒘, 𝐚𝐚𝒖𝒖 + 𝒃𝒃𝒗𝒗 = 𝒇𝒇 𝒙𝒙′′,𝒚𝒚′′ ,𝒂𝒂 𝒙𝒙,𝒚𝒚 + 𝒃𝒃 𝒙𝒙′,𝒚𝒚′ = ⋯𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄…

𝒂𝒂𝒇𝒇 𝒘𝒘,𝒖𝒖 + 𝒃𝒃𝒇𝒇 𝒘𝒘,𝒗𝒗 = 𝒂𝒂𝒇𝒇 𝒙𝒙′′,𝒚𝒚′′ , 𝒙𝒙,𝒚𝒚 + 𝒃𝒃𝒇𝒇 𝒙𝒙′′,𝒚𝒚′′ , 𝒙𝒙′,𝒚𝒚′ = ⋯𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄…

�

IGUALES

¡SI ES BILINEAL!
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Formas bilineales (II). Ejemplos.

𝒊𝒊) 𝒇𝒇 𝐚𝐚𝒖𝒖 + 𝒃𝒃𝒗𝒗,𝒘𝒘 = 𝒂𝒂𝒇𝒇 𝒖𝒖,𝒘𝒘 + 𝒃𝒃𝒇𝒇 𝒗𝒗,𝒘𝒘

Definición (forma bilineal):
Dado un espacio vectorial 𝑼𝑼 una forma bilineal en 𝑼𝑼, es una aplicación 𝒇𝒇:𝑼𝑼 × 𝑼𝑼 → 𝑹𝑹 lineal en cada componente, es 
decir, cumpliendo:

𝒊𝒊𝒊𝒊)𝒇𝒇 𝒘𝒘,𝐚𝐚𝒖𝒖 + 𝒃𝒃𝒗𝒗 = 𝒂𝒂𝒇𝒇 𝒘𝒘,𝒖𝒖 + 𝒃𝒃𝒇𝒇 𝒘𝒘,𝒗𝒗
LINEALIDAD en la 1ª componente
LINEALIDAD en la 2ª componente

BILINEALIDAD�

Ejemplo 2: 𝑷𝑷𝟐𝟐 𝑹𝑹 𝐩𝐩𝐩𝐩𝐩𝐩𝐩𝐩𝐩𝐩𝐩𝐩𝐩𝐩𝐩𝐩𝐩𝐩𝐩𝐩 𝐝𝐝𝐝𝐝 𝐠𝐠𝐠𝐠𝐠𝐠𝐠𝐠𝐠𝐠 ≤ 𝟐𝟐
𝒇𝒇:𝑷𝑷𝟐𝟐 𝑹𝑹 × 𝑷𝑷𝟐𝟐 𝑹𝑹 → 𝑹𝑹, 𝒇𝒇 𝒑𝒑(𝒙𝒙),𝒒𝒒(𝒙𝒙) = �

𝟎𝟎

𝟏𝟏
𝒑𝒑 𝒕𝒕 𝒒𝒒 𝒕𝒕 𝒅𝒅𝒅𝒅 ¿ BILINEAL ?

i) LINEALIDAD en la 1ª componente 𝒖𝒖 = 𝒑𝒑(𝒙𝒙) 𝒗𝒗 = 𝒒𝒒(𝒙𝒙) 𝒘𝒘 = 𝒓𝒓(𝒙𝒙)

𝒂𝒂𝒇𝒇 𝒖𝒖,𝒘𝒘 + 𝒃𝒃𝒇𝒇 𝒗𝒗,𝒘𝒘 = 𝒂𝒂𝒇𝒇 𝒑𝒑(𝒙𝒙),𝒓𝒓(𝒙𝒙) + 𝒃𝒃𝒇𝒇 𝒒𝒒(𝒙𝒙),𝒓𝒓(𝒙𝒙) = 𝒂𝒂∫𝟎𝟎
𝟏𝟏𝒑𝒑(𝒕𝒕)𝒓𝒓 𝒕𝒕 𝒅𝒅𝒅𝒅 + 𝒃𝒃∫𝟎𝟎

𝟏𝟏 𝒒𝒒 𝒕𝒕 𝒓𝒓 𝒕𝒕 𝒅𝒅𝒅𝒅
ii) LINEALIDAD en la 2ª componente

𝒇𝒇 𝒘𝒘,𝐚𝐚𝒖𝒖 + 𝒃𝒃𝒗𝒗 = 𝒇𝒇 𝒓𝒓(𝒙𝒙),𝒂𝒂𝒂𝒂(𝒙𝒙) + 𝒃𝒃𝒃𝒃(𝒙𝒙) = ⋯𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄…

𝒂𝒂𝒇𝒇 𝒘𝒘,𝒖𝒖 + 𝒃𝒃𝒇𝒇 𝒘𝒘,𝒗𝒗 = 𝒂𝒂𝒇𝒇 𝒓𝒓(𝒙𝒙),𝒑𝒑(𝒙𝒙) + 𝒃𝒃𝒇𝒇 𝒓𝒓(𝒙𝒙),𝒑𝒑(𝒙𝒙) = ⋯𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄…

� IGUALES

¡SI ES BILINEAL!𝒇𝒇 𝐚𝐚𝒖𝒖 + 𝒃𝒃𝒗𝒗,𝒘𝒘 = 𝒇𝒇(𝒂𝒂𝒂𝒂(𝒙𝒙) + 𝒃𝒃𝒃𝒃(𝒙𝒙), 𝒓𝒓(𝒙𝒙)) = ∫𝟎𝟎
𝟏𝟏 𝒂𝒂𝒂𝒂 𝒕𝒕 + 𝒃𝒃𝒃𝒃 𝒕𝒕 𝒓𝒓 𝒕𝒕 𝒅𝒅𝒅𝒅 =

= ∫𝟎𝟎
𝟏𝟏 𝒂𝒂𝒂𝒂 𝒕𝒕 𝒓𝒓 𝒕𝒕 + 𝒃𝒃𝒃𝒃 𝒕𝒕 𝒓𝒓 𝒕𝒕 𝒅𝒅𝒅𝒅 =∫𝟎𝟎

𝟏𝟏𝒂𝒂𝒂𝒂(𝒕𝒕)𝒓𝒓 𝒕𝒕 𝒅𝒅𝒅𝒅 + ∫𝟎𝟎
𝟏𝟏 𝒃𝒃𝒃𝒃 𝒕𝒕 𝒓𝒓 𝒕𝒕 𝒅𝒅𝒅𝒅 =

= 𝒂𝒂∫𝟎𝟎
𝟏𝟏𝒑𝒑(𝒕𝒕)𝒓𝒓 𝒕𝒕 𝒅𝒅𝒅𝒅 + 𝒃𝒃∫𝟎𝟎

𝟏𝟏 𝒒𝒒 𝒕𝒕 𝒓𝒓 𝒕𝒕 𝒅𝒅𝒅𝒅 IGUALES
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𝒙𝒙 = 𝒙𝒙𝟏𝟏,𝒙𝒙𝟐𝟐, … ,𝒙𝒙𝒏𝒏 𝑩𝑩 𝒚𝒚 = 𝒚𝒚𝟏𝟏,𝒚𝒚𝟐𝟐, … ,𝒚𝒚𝒏𝒏 𝑩𝑩

Formas bilineales (III): Matriz asociada.
𝒇𝒇:𝑼𝑼 × 𝑼𝑼 → 𝑹𝑹 forma  bilineal

𝑩𝑩 = {𝐮𝐮𝟏𝟏, 𝐮𝐮𝟐𝟐, … ,𝐮𝐮𝐧𝐧} base de 𝑼𝑼
𝒙𝒙 = 𝒙𝒙𝟏𝟏,𝒙𝒙𝟐𝟐, … ,𝒙𝒙𝒏𝒏 𝑩𝑩 = 𝒙𝒙𝟏𝟏𝐮𝐮𝟏𝟏 + 𝒙𝒙𝟐𝟐𝐮𝐮𝟐𝟐 + ⋯+ 𝒙𝒙𝒏𝒏𝐮𝐮𝐧𝐧
𝒚𝒚 = 𝒚𝒚𝟏𝟏,𝒚𝒚𝟐𝟐, … ,𝒚𝒚𝒏𝒏 𝑩𝑩 = 𝒚𝒚𝟏𝟏𝐮𝐮𝟏𝟏 + 𝒚𝒚𝟐𝟐𝐮𝐮𝟐𝟐 + ⋯+ 𝒚𝒚𝒏𝒏𝐮𝐮𝐧𝐧

𝒇𝒇(𝒙𝒙, 𝒚𝒚) = 𝒇𝒇(𝒙𝒙𝟏𝟏𝐮𝐮𝟏𝟏 + 𝒙𝒙𝟐𝟐𝐮𝐮𝟐𝟐, 𝒚𝒚𝟏𝟏𝐮𝐮𝟏𝟏 + 𝒚𝒚𝟐𝟐𝐮𝐮𝟐𝟐) = 𝒙𝒙𝟏𝟏𝒇𝒇 𝐮𝐮𝟏𝟏, 𝒚𝒚𝟏𝟏𝐮𝐮𝟏𝟏 + 𝒚𝒚𝟐𝟐𝐮𝐮𝟐𝟐 + 𝒙𝒙𝟐𝟐𝒇𝒇 𝐮𝐮𝟐𝟐, 𝒚𝒚𝟏𝟏𝐮𝐮𝟏𝟏 + 𝒚𝒚𝟐𝟐𝐮𝐮𝟐𝟐 =

= 𝒙𝒙𝟏𝟏𝒚𝒚𝟏𝟏𝒇𝒇 𝐮𝐮𝟏𝟏, 𝐮𝐮𝟏𝟏 + 𝒙𝒙𝟏𝟏𝒚𝒚𝟐𝟐𝒇𝒇 𝐮𝐮𝟏𝟏, 𝐮𝐮𝟐𝟐 +𝒙𝒙𝟐𝟐𝒚𝒚𝟏𝟏𝒇𝒇 𝐮𝐮𝟐𝟐, 𝐮𝐮𝟏𝟏 + 𝒙𝒙𝟐𝟐𝒚𝒚𝟐𝟐𝒇𝒇 𝐮𝐮𝟐𝟐, 𝐮𝐮𝟐𝟐 = 𝒙𝒙𝟏𝟏 𝒙𝒙𝟐𝟐 𝑩𝑩
𝒇𝒇 𝒖𝒖𝟏𝟏,𝒖𝒖𝟏𝟏 𝒇𝒇 𝒖𝒖𝟏𝟏,𝒖𝒖𝟐𝟐
𝒇𝒇 𝒖𝒖𝟐𝟐,𝒖𝒖𝟏𝟏 𝒇𝒇 𝒖𝒖𝟐𝟐,𝒖𝒖𝟐𝟐

𝒚𝒚𝟏𝟏
𝒚𝒚𝟐𝟐

𝑩𝑩

𝑭𝑭𝑩𝑩 =

𝒇𝒇(𝒖𝒖𝟏𝟏,𝒖𝒖𝟏𝟏) 𝒇𝒇(𝒖𝒖𝟏𝟏,𝒖𝒖𝟐𝟐) ⋯ 𝒇𝒇(𝒖𝒖𝟏𝟏,𝒖𝒖𝒏𝒏)
𝒇𝒇(𝒖𝒖𝟐𝟐,𝒖𝒖𝟏𝟏) 𝒇𝒇(𝒖𝒖𝟐𝟐,𝒖𝒖𝟐𝟐) ⋯ 𝒇𝒇(𝒖𝒖𝟐𝟐,𝒖𝒖𝒏𝒏)

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝒇𝒇(𝒖𝒖𝒏𝒏,𝒖𝒖𝟏𝟏) 𝒇𝒇(𝒖𝒖𝒏𝒏,𝒖𝒖𝟐𝟐) ⋯ 𝒇𝒇(𝒖𝒖𝒏𝒏,𝒖𝒖𝒏𝒏)

(𝑭𝑭𝑩𝑩)𝒊𝒊𝒋𝒋 = 𝒇𝒇 𝒖𝒖𝒊𝒊,𝒖𝒖𝒋𝒋

Matriz asociada a 𝒇𝒇 respecto de la base 𝑩𝑩
Linealidad en la 2ª componente

𝒇𝒇(𝒙𝒙, 𝒚𝒚) = 𝒙𝒙𝟏𝟏 𝒙𝒙𝟐𝟐 … 𝒙𝒙𝒏𝒏 𝑩𝑩𝑭𝑭𝑩𝑩

𝒚𝒚𝟏𝟏
𝒚𝒚𝟐𝟐
⋮
𝒚𝒚𝒏𝒏 𝑩𝑩

Linealidad en la 1ª componente
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𝒙𝒙 = 𝒙𝒙𝟏𝟏,𝒙𝒙𝟐𝟐, … ,𝒙𝒙𝒏𝒏 𝑩𝑩 𝒚𝒚 = 𝒚𝒚𝟏𝟏,𝒚𝒚𝟐𝟐, … ,𝒚𝒚𝒏𝒏 𝑩𝑩

Formas bilineales (IV). Matriz asociada: ejemplos.
𝒇𝒇:𝑼𝑼 × 𝑼𝑼 → 𝑹𝑹 forma  bilineal 𝑩𝑩 = {𝐮𝐮𝟏𝟏, 𝐮𝐮𝟐𝟐, … ,𝐮𝐮𝐧𝐧} base de 𝑼𝑼

𝑭𝑭𝑩𝑩 =

𝒇𝒇(𝒖𝒖𝟏𝟏,𝒖𝒖𝟏𝟏) 𝒇𝒇(𝒖𝒖𝟏𝟏,𝒖𝒖𝟐𝟐) ⋯ 𝒇𝒇(𝒖𝒖𝟏𝟏,𝒖𝒖𝒏𝒏)
𝒇𝒇(𝒖𝒖𝟐𝟐,𝒖𝒖𝟏𝟏) 𝒇𝒇(𝒖𝒖𝟐𝟐,𝒖𝒖𝟐𝟐) ⋯ 𝒇𝒇(𝒖𝒖𝟐𝟐,𝒖𝒖𝒏𝒏)

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝒇𝒇(𝒖𝒖𝒏𝒏,𝒖𝒖𝟏𝟏) 𝒇𝒇(𝒖𝒖𝒏𝒏,𝒖𝒖𝟐𝟐) ⋯ 𝒇𝒇(𝒖𝒖𝒏𝒏,𝒖𝒖𝒏𝒏)

(𝑭𝑭𝑩𝑩)𝒊𝒊𝒋𝒋 = 𝒇𝒇 𝒖𝒖𝒊𝒊,𝒖𝒖𝒋𝒋

Matriz asociada a 𝒇𝒇 respecto de la base 𝑩𝑩

𝒇𝒇(𝒙𝒙, 𝒚𝒚) = 𝒙𝒙𝟏𝟏 𝒙𝒙𝟐𝟐 … 𝒙𝒙𝒏𝒏 𝑩𝑩𝑭𝑭𝑩𝑩

𝒚𝒚𝟏𝟏
𝒚𝒚𝟐𝟐
⋮
𝒚𝒚𝒏𝒏 𝑩𝑩

Ejemplo 1: 𝒇𝒇:𝑹𝑹𝟐𝟐 × 𝑹𝑹𝟐𝟐 → 𝑹𝑹, 𝒇𝒇 𝒙𝒙,𝒚𝒚 , 𝒙𝒙′,𝒚𝒚′ = 𝒙𝒙𝒙𝒙′ − 𝒙𝒙𝒚𝒚′ + 𝟐𝟐𝒚𝒚𝒙𝒙𝒙 + 𝟑𝟑𝒚𝒚𝒚𝒚𝒚

Base canónica: 𝑪𝑪 = 𝑒𝑒1, 𝑒𝑒2 = { 1,0 , (0,1)} ¿𝐹𝐹𝐶𝐶?

𝑭𝑭𝒄𝒄 = 𝒇𝒇 𝒆𝒆𝟏𝟏,𝒆𝒆𝟏𝟏 𝒇𝒇 𝒆𝒆𝟏𝟏,𝒆𝒆𝟐𝟐
𝒇𝒇 𝒆𝒆𝟐𝟐,𝒆𝒆𝟏𝟏 𝒇𝒇 𝒆𝒆𝟐𝟐,𝒆𝒆𝟐𝟐

= 𝒇𝒇( 𝟏𝟏,𝟎𝟎 , 𝟏𝟏,𝟎𝟎 ) 𝒇𝒇( 𝟏𝟏,𝟎𝟎 , 𝟎𝟎,𝟏𝟏 )
𝒇𝒇( 𝟎𝟎,𝟏𝟏 , 𝟏𝟏,𝟎𝟎 ) 𝒇𝒇( 𝟎𝟎,𝟏𝟏 , 𝟎𝟎,𝟏𝟏 ) = 𝟏𝟏 −𝟏𝟏

𝟐𝟐 𝟑𝟑

𝒇𝒇 𝟏𝟏,𝟎𝟎 , 𝟏𝟏,𝟎𝟎 = 𝟏𝟏 ⋅ 𝟏𝟏 − 𝟏𝟏 ⋅ 𝟎𝟎 + 𝟐𝟐 ⋅ 𝟎𝟎 ⋅ 𝟏𝟏 + 𝟑𝟑 ⋅ 𝟎𝟎 ⋅ 𝟎𝟎 = 𝟏𝟏

𝒇𝒇 𝟏𝟏,𝟎𝟎 , 𝟎𝟎,𝟏𝟏 = 𝟏𝟏 ⋅ 𝟎𝟎 − 𝟏𝟏 ⋅ 𝟏𝟏 + 𝟐𝟐 ⋅ 𝟎𝟎 ⋅ 𝟎𝟎 + 𝟑𝟑 ⋅ 𝟎𝟎 ⋅ 𝟏𝟏 = −𝟏𝟏

𝒇𝒇 𝟎𝟎,𝟏𝟏 , 𝟏𝟏,𝟎𝟎 = 𝟎𝟎 ⋅ 𝟏𝟏 − 𝟎𝟎 ⋅ 𝟎𝟎 + 𝟐𝟐 ⋅ 𝟏𝟏 ⋅ 𝟏𝟏 + 𝟑𝟑 ⋅ 𝟏𝟏 ⋅ 𝟎𝟎 = 𝟐𝟐

𝒇𝒇 𝟎𝟎,𝟏𝟏 , 𝟎𝟎,𝟏𝟏 = 𝟎𝟎 ⋅ 𝟎𝟎 − 𝟎𝟎 ⋅ 𝟏𝟏 + 𝟐𝟐 ⋅ 𝟏𝟏 ⋅ 𝟎𝟎 + 𝟑𝟑 ⋅ 𝟏𝟏 ⋅ 𝟏𝟏 = 𝟑𝟑 𝒇𝒇 𝒙𝒙,𝒚𝒚 , 𝒙𝒙′,𝒚𝒚′ = 𝒙𝒙 𝒚𝒚 𝟏𝟏 −𝟏𝟏
𝟐𝟐 𝟑𝟑

𝒙𝒙𝒙
𝒚𝒚𝒚

𝑭𝑭𝒄𝒄 = 𝟏𝟏 −𝟏𝟏
𝟐𝟐 𝟑𝟑

𝒙𝒙
𝒚𝒚

𝒙𝒙𝒙 𝒚𝒚′

¡ATAJO! (𝑹𝑹𝒏𝒏 𝐛𝐛𝐛𝐛𝐛𝐛𝐛𝐛 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜)
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𝒙𝒙 = 𝒙𝒙𝟏𝟏,𝒙𝒙𝟐𝟐, … ,𝒙𝒙𝒏𝒏 𝑩𝑩 𝒚𝒚 = 𝒚𝒚𝟏𝟏,𝒚𝒚𝟐𝟐, … ,𝒚𝒚𝒏𝒏 𝑩𝑩

Formas bilineales (IV). Matriz asociada: ejemplos.
𝒇𝒇:𝑼𝑼 × 𝑼𝑼 → 𝑹𝑹 forma  bilineal 𝑩𝑩 = {𝐮𝐮𝟏𝟏, 𝐮𝐮𝟐𝟐, … ,𝐮𝐮𝐧𝐧} base de 𝑼𝑼

𝑭𝑭𝑩𝑩 =

𝒇𝒇(𝒖𝒖𝟏𝟏,𝒖𝒖𝟏𝟏) 𝒇𝒇(𝒖𝒖𝟏𝟏,𝒖𝒖𝟐𝟐) ⋯ 𝒇𝒇(𝒖𝒖𝟏𝟏,𝒖𝒖𝒏𝒏)
𝒇𝒇(𝒖𝒖𝟐𝟐,𝒖𝒖𝟏𝟏) 𝒇𝒇(𝒖𝒖𝟐𝟐,𝒖𝒖𝟐𝟐) ⋯ 𝒇𝒇(𝒖𝒖𝟐𝟐,𝒖𝒖𝒏𝒏)

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝒇𝒇(𝒖𝒖𝒏𝒏,𝒖𝒖𝟏𝟏) 𝒇𝒇(𝒖𝒖𝒏𝒏,𝒖𝒖𝟐𝟐) ⋯ 𝒇𝒇(𝒖𝒖𝒏𝒏,𝒖𝒖𝒏𝒏)

(𝑭𝑭𝑩𝑩)𝒊𝒊𝒋𝒋 = 𝒇𝒇 𝒖𝒖𝒊𝒊,𝒖𝒖𝒋𝒋

Matriz asociada a 𝒇𝒇 respecto de la base 𝑩𝑩

𝒇𝒇(𝒙𝒙, 𝒚𝒚) = 𝒙𝒙𝟏𝟏 𝒙𝒙𝟐𝟐 … 𝒙𝒙𝒏𝒏 𝑩𝑩𝑭𝑭𝑩𝑩

𝒚𝒚𝟏𝟏
𝒚𝒚𝟐𝟐
⋮
𝒚𝒚𝒏𝒏 𝑩𝑩

Ejemplo 2: 𝒇𝒇:𝑷𝑷𝟐𝟐 𝑹𝑹 × 𝑷𝑷𝟐𝟐 𝑹𝑹 → 𝑹𝑹, 𝒇𝒇 𝒑𝒑(𝒙𝒙),𝒒𝒒(𝒙𝒙) = �
𝟎𝟎

𝟏𝟏
𝒑𝒑 𝒕𝒕 𝒒𝒒 𝒕𝒕 𝒅𝒅𝒅𝒅

Base canónica: 𝑪𝑪 = 𝒑𝒑𝟎𝟎 𝒙𝒙 ,𝒑𝒑𝟏𝟏 𝒙𝒙 ,𝒑𝒑𝟐𝟐(𝒙𝒙) = {𝟏𝟏,𝒙𝒙,𝒙𝒙𝟐𝟐}

𝑭𝑭𝑪𝑪 =
𝒇𝒇 𝒑𝒑𝟎𝟎 𝒙𝒙 ,𝒑𝒑𝟎𝟎( 𝒙𝒙) 𝒇𝒇 𝒑𝒑𝟎𝟎 𝒙𝒙 ,𝒑𝒑𝟏𝟏( 𝒙𝒙) 𝒇𝒇 𝒑𝒑𝟎𝟎 𝒙𝒙 ,𝒑𝒑𝟐𝟐( 𝒙𝒙)
𝒇𝒇 𝒑𝒑𝟏𝟏 𝒙𝒙 ,𝒑𝒑𝟎𝟎( 𝒙𝒙) 𝒇𝒇 𝒑𝒑𝟏𝟏 𝒙𝒙 ,𝒑𝒑𝟏𝟏( 𝒙𝒙) 𝒇𝒇 𝒑𝒑𝟏𝟏 𝒙𝒙 ,𝒑𝒑𝟐𝟐( 𝒙𝒙)
𝒇𝒇 𝒑𝒑𝟐𝟐 𝒙𝒙 ,𝒑𝒑𝟎𝟎( 𝒙𝒙) 𝒇𝒇 𝒑𝒑𝟐𝟐 𝒙𝒙 ,𝒑𝒑𝟏𝟏( 𝒙𝒙) 𝒇𝒇 𝒑𝒑𝟐𝟐 𝒙𝒙 ,𝒑𝒑𝟐𝟐( 𝒙𝒙)

=
𝒇𝒇 𝟏𝟏,𝟏𝟏 𝒇𝒇 𝟏𝟏,𝒙𝒙 𝒇𝒇 𝟏𝟏,𝒙𝒙𝟐𝟐

𝒇𝒇 𝒙𝒙,𝟏𝟏 𝒇𝒇 𝒙𝒙,𝒙𝒙 𝒇𝒇 𝒙𝒙,𝒙𝒙𝟐𝟐

𝒇𝒇 𝒙𝒙𝟐𝟐,𝟏𝟏 𝒇𝒇 𝒙𝒙𝟐𝟐,𝒙𝒙 𝒇𝒇 𝒙𝒙𝟐𝟐,𝒙𝒙𝟐𝟐
=

𝟏𝟏 𝟏𝟏/𝟐𝟐 𝟏𝟏/𝟑𝟑
𝟏𝟏/𝟐𝟐 𝟏𝟏/𝟑𝟑 𝟏𝟏/𝟒𝟒
𝟏𝟏/𝟑𝟑 𝟏𝟏/𝟒𝟒 𝟏𝟏/𝟓𝟓

𝒇𝒇 𝟏𝟏,𝟏𝟏 = �
𝟎𝟎

𝟏𝟏
𝟏𝟏 ⋅ 𝟏𝟏𝒅𝒅𝒅𝒅 = 𝒕𝒕]𝟎𝟎𝟏𝟏 = 𝟏𝟏 − 𝟎𝟎 = 𝟏𝟏

𝒇𝒇 𝒙𝒙,𝒙𝒙𝟐𝟐 = �
𝟎𝟎

𝟏𝟏
𝒕𝒕 ⋅ 𝒕𝒕𝟐𝟐𝒅𝒅𝒅𝒅 =�

𝟎𝟎

𝟏𝟏
𝒕𝒕𝟑𝟑𝒅𝒅𝒅𝒅 = �

𝒕𝒕𝟒𝟒

𝟒𝟒 𝟎𝟎

𝟏𝟏

=
𝟏𝟏𝟒𝟒

𝟒𝟒
−
𝟎𝟎𝟒𝟒

𝟒𝟒
=
𝟏𝟏
𝟒𝟒

𝑭𝑭𝑪𝑪 =
𝟏𝟏 𝟏𝟏/𝟐𝟐 𝟏𝟏/𝟑𝟑
𝟏𝟏/𝟐𝟐 𝟏𝟏/𝟑𝟑 𝟏𝟏/𝟒𝟒
𝟏𝟏/𝟑𝟑 𝟏𝟏/𝟒𝟒 𝟏𝟏/𝟓𝟓
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𝒙𝒙 = 𝒙𝒙𝟏𝟏,𝒙𝒙𝟐𝟐, … ,𝒙𝒙𝒏𝒏 𝑩𝑩 𝒚𝒚 = 𝒚𝒚𝟏𝟏,𝒚𝒚𝟐𝟐, … ,𝒚𝒚𝒏𝒏 𝑩𝑩

Formas bilineales (IV). Matriz asociada: ejemplos.
𝒇𝒇:𝑼𝑼 × 𝑼𝑼 → 𝑹𝑹 forma  bilineal 𝑩𝑩 = {𝐮𝐮𝟏𝟏, 𝐮𝐮𝟐𝟐, … ,𝐮𝐮𝐧𝐧} base de 𝑼𝑼

𝑭𝑭𝑩𝑩 =

𝒇𝒇(𝒖𝒖𝟏𝟏,𝒖𝒖𝟏𝟏) 𝒇𝒇(𝒖𝒖𝟏𝟏,𝒖𝒖𝟐𝟐) ⋯ 𝒇𝒇(𝒖𝒖𝟏𝟏,𝒖𝒖𝒏𝒏)
𝒇𝒇(𝒖𝒖𝟐𝟐,𝒖𝒖𝟏𝟏) 𝒇𝒇(𝒖𝒖𝟐𝟐,𝒖𝒖𝟐𝟐) ⋯ 𝒇𝒇(𝒖𝒖𝟐𝟐,𝒖𝒖𝒏𝒏)

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝒇𝒇(𝒖𝒖𝒏𝒏,𝒖𝒖𝟏𝟏) 𝒇𝒇(𝒖𝒖𝒏𝒏,𝒖𝒖𝟐𝟐) ⋯ 𝒇𝒇(𝒖𝒖𝒏𝒏,𝒖𝒖𝒏𝒏)

(𝑭𝑭𝑩𝑩)𝒊𝒊𝒋𝒋 = 𝒇𝒇 𝒖𝒖𝒊𝒊,𝒖𝒖𝒋𝒋

Matriz asociada a 𝒇𝒇 respecto de la base 𝑩𝑩

𝒇𝒇(𝒙𝒙, 𝒚𝒚) = 𝒙𝒙𝟏𝟏 𝒙𝒙𝟐𝟐 … 𝒙𝒙𝒏𝒏 𝑩𝑩𝑭𝑭𝑩𝑩

𝒚𝒚𝟏𝟏
𝒚𝒚𝟐𝟐
⋮
𝒚𝒚𝒏𝒏 𝑩𝑩

Ejemplo 2: 𝒇𝒇:𝑷𝑷𝟐𝟐 𝑹𝑹 × 𝑷𝑷𝟐𝟐 𝑹𝑹 → 𝑹𝑹, 𝒇𝒇 𝒑𝒑(𝒙𝒙),𝒒𝒒(𝒙𝒙) = �
𝟎𝟎

𝟏𝟏
𝒑𝒑 𝒕𝒕 𝒒𝒒 𝒕𝒕 𝒅𝒅𝒅𝒅

Base canónica: 𝑪𝑪 = 𝒑𝒑𝟎𝟎 𝒙𝒙 ,𝒑𝒑𝟏𝟏 𝒙𝒙 ,𝒑𝒑𝟐𝟐(𝒙𝒙) = {𝟏𝟏,𝒙𝒙,𝒙𝒙𝟐𝟐}
𝑭𝑭𝑪𝑪 =

𝟏𝟏 𝟏𝟏/𝟐𝟐 𝟏𝟏/𝟑𝟑
𝟏𝟏/𝟐𝟐 𝟏𝟏/𝟑𝟑 𝟏𝟏/𝟒𝟒
𝟏𝟏/𝟑𝟑 𝟏𝟏/𝟒𝟒 𝟏𝟏/𝟓𝟓

𝒑𝒑 𝒙𝒙 = 𝟏𝟏 − 𝒙𝒙 + 𝒙𝒙𝟐𝟐 ≅ 𝟏𝟏,−𝟏𝟏,𝟏𝟏 𝑪𝑪
𝒒𝒒(𝒙𝒙) = 𝟐𝟐 + 𝒙𝒙 + 𝟑𝟑𝒙𝒙𝟐𝟐 ≅ 𝟐𝟐,𝟏𝟏,𝟑𝟑 𝑪𝑪

𝒇𝒇 𝒑𝒑(𝒙𝒙),𝒒𝒒(𝒙𝒙) = �
𝟎𝟎

𝟏𝟏
𝒑𝒑 𝒕𝒕 𝒒𝒒 𝒕𝒕 𝒅𝒅𝒅𝒅 = �

𝟎𝟎

𝟏𝟏
(𝟏𝟏 − 𝒕𝒕 + 𝒕𝒕𝟐𝟐)(𝟐𝟐 + 𝒕𝒕 + 𝟑𝟑𝒕𝒕𝟐𝟐)𝒅𝒅𝒅𝒅 = �

𝟎𝟎

𝟏𝟏
𝟐𝟐 − 𝒕𝒕 + 𝟒𝟒𝒕𝒕𝟐𝟐 − 𝟐𝟐𝒕𝒕𝟑𝟑 + 𝟑𝟑𝒕𝒕𝟒𝟒 𝒅𝒅𝒅𝒅 = ⋯ =

𝟒𝟒𝟒𝟒
𝟏𝟏𝟏𝟏

𝒇𝒇 𝒑𝒑(𝒙𝒙),𝒒𝒒(𝒙𝒙) = 𝟏𝟏 −𝟏𝟏 𝟏𝟏 𝒄𝒄

𝟏𝟏 𝟏𝟏/𝟐𝟐 𝟏𝟏/𝟑𝟑
𝟏𝟏/𝟐𝟐 𝟏𝟏/𝟑𝟑 𝟏𝟏/𝟒𝟒
𝟏𝟏/𝟑𝟑 𝟏𝟏/𝟒𝟒 𝟏𝟏/𝟓𝟓

𝟐𝟐
𝟏𝟏
𝟑𝟑

𝒄𝒄

= 𝟓𝟓/𝟔𝟔 𝟓𝟓/𝟏𝟏𝟏𝟏 𝟏𝟏𝟏𝟏/𝟔𝟔𝟔𝟔
𝟐𝟐
𝟏𝟏
𝟑𝟑

=
𝟒𝟒𝟒𝟒
𝟏𝟏𝟏𝟏



ÁLGEBRA LINEAL II Grado en Tecnología en la Ingeniería Civil. UDC.

Formas bilineales (V). Cambio de base.
𝒇𝒇:𝑼𝑼 × 𝑼𝑼 → 𝑹𝑹 forma  bilineal

𝑩𝑩 = {𝐮𝐮𝟏𝟏, 𝐮𝐮𝟐𝟐, … ,𝐮𝐮𝐧𝐧} base de 𝑼𝑼 𝒇𝒇(𝒙𝒙, 𝒚𝒚) = 𝒙𝒙𝟏𝟏 𝒙𝒙𝟐𝟐 … 𝒙𝒙𝒏𝒏 𝑩𝑩𝑭𝑭𝑩𝑩

𝒚𝒚𝟏𝟏
𝒚𝒚𝟐𝟐
⋮
𝒚𝒚𝒏𝒏 𝑩𝑩

= 𝒙𝒙𝟏𝟏′ 𝒙𝒙𝟐𝟐′ … 𝒙𝒙𝒏𝒏′ 𝑩𝑩𝑩𝑭𝑭𝑩𝑩𝑩

𝒚𝒚𝟏𝟏′
𝒚𝒚𝟐𝟐′
⋮
𝒚𝒚𝒏𝒏′ 𝑩𝑩𝑩

𝑩𝑩𝑩 = {𝒗𝒗𝟏𝟏, 𝒗𝒗𝟐𝟐, … ,𝒗𝒗𝐧𝐧} base de 𝑼𝑼

𝒚𝒚𝟏𝟏
𝒚𝒚𝟐𝟐
⋮
𝒚𝒚𝒏𝒏 𝑩𝑩

= 𝑴𝑴𝑩𝑩𝑩𝑩′

𝒚𝒚𝟏𝟏′
𝒚𝒚𝟐𝟐′
⋮
𝒚𝒚𝒏𝒏′ 𝑩𝑩𝑩

𝒙𝒙𝟏𝟏
𝒙𝒙𝟐𝟐
⋮
𝒙𝒙𝒏𝒏 𝑩𝑩

= 𝑴𝑴𝑩𝑩𝑩𝑩′

𝒙𝒙𝟏𝟏′
𝒙𝒙𝟐𝟐′
⋮
𝒙𝒙𝒏𝒏′ 𝑩𝑩𝑩

𝒙𝒙𝟏𝟏 𝒙𝒙𝟐𝟐 … 𝒙𝒙𝒏𝒏 𝑩𝑩 = 𝒙𝒙𝟏𝟏′ 𝒙𝒙𝟐𝟐′ … 𝒙𝒙𝒏𝒏′ 𝑩𝑩𝑩 𝑴𝑴𝑩𝑩𝑩𝑩′
𝒕𝒕

𝒇𝒇(𝒙𝒙, 𝒚𝒚) = 𝒙𝒙𝟏𝟏′ 𝒙𝒙𝟐𝟐′ … 𝒙𝒙𝒏𝒏′ 𝑩𝑩𝑩 𝑴𝑴𝑩𝑩𝑩𝑩′
𝒕𝒕 𝑭𝑭𝑩𝑩𝑴𝑴𝑩𝑩𝑩𝑩′

𝒚𝒚𝟏𝟏′
𝒚𝒚𝟐𝟐′
⋮
𝒚𝒚𝒏𝒏′ 𝑩𝑩𝑩

= 𝒙𝒙𝟏𝟏′ 𝒙𝒙𝟐𝟐′ … 𝒙𝒙𝒏𝒏′ 𝑩𝑩𝑩𝑭𝑭𝑩𝑩𝑩

𝒚𝒚𝟏𝟏′
𝒚𝒚𝟐𝟐′
⋮
𝒚𝒚𝒏𝒏′ 𝑩𝑩𝑩

𝑭𝑭𝑩𝑩𝑩 = 𝑴𝑴𝑩𝑩𝑩𝑩′
𝒕𝒕 𝑭𝑭𝑩𝑩𝑴𝑴𝑩𝑩𝑩𝑩′
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Formas bilineales (VI). Cambio de base. Ejemplo.
𝒇𝒇:𝑼𝑼 × 𝑼𝑼 → 𝑹𝑹 forma  bilineal

𝑩𝑩 = {𝐮𝐮𝟏𝟏, 𝐮𝐮𝟐𝟐, … ,𝐮𝐮𝐧𝐧} base de 𝑼𝑼
𝑩𝑩𝑩 = {𝒗𝒗𝟏𝟏, 𝒗𝒗𝟐𝟐, … ,𝒗𝒗𝐧𝐧} base de 𝑼𝑼

𝑭𝑭𝑩𝑩𝑩 = 𝑴𝑴𝑩𝑩𝑩𝑩′
𝒕𝒕 𝑭𝑭𝑩𝑩𝑴𝑴𝑩𝑩𝑩𝑩′

Ejemplo 1: 𝒇𝒇:𝑹𝑹𝟐𝟐 × 𝑹𝑹𝟐𝟐 → 𝑹𝑹, 𝒇𝒇 𝒙𝒙𝟏𝟏,𝒙𝒙𝟐𝟐 , 𝒚𝒚𝟏𝟏,𝒚𝒚𝟐𝟐 = 𝒙𝒙𝟏𝟏𝒚𝒚𝟏𝟏 + 𝟐𝟐𝒙𝒙𝟏𝟏𝒚𝒚𝟐𝟐 − 𝒙𝒙𝟐𝟐𝒚𝒚𝟏𝟏 + 𝟒𝟒𝒙𝒙𝟐𝟐𝒚𝒚𝟐𝟐

𝑩𝑩 = { 𝟏𝟏,𝟐𝟐 , 𝟏𝟏,𝟏𝟏 } ¿ 𝑭𝑭𝑩𝑩 ?

𝑪𝑪 = { 1,0 , (0,1)}

𝑭𝑭𝒄𝒄 = 𝟏𝟏 𝟐𝟐
−𝟏𝟏 𝟒𝟒

𝒙𝒙𝟏𝟏
𝒙𝒙𝟐𝟐

𝒚𝒚𝟏𝟏 𝒚𝒚𝟐𝟐

¡ATAJO! (𝑹𝑹𝒏𝒏 𝐛𝐛𝐛𝐛𝐛𝐛𝐛𝐛 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜)

𝑭𝑭𝑩𝑩 = 𝑴𝑴𝑪𝑪𝑩𝑩
𝒕𝒕 𝑭𝑭𝑪𝑪 𝑴𝑴𝑪𝑪𝑩𝑩 𝑴𝑴𝑪𝑪𝑩𝑩 = 𝟏𝟏 𝟏𝟏

𝟐𝟐 𝟏𝟏

𝑭𝑭𝑩𝑩 = 𝟏𝟏 𝟏𝟏
𝟐𝟐 𝟏𝟏

𝒕𝒕 𝟏𝟏 𝟐𝟐
−𝟏𝟏 𝟒𝟒

𝟏𝟏 𝟏𝟏
𝟐𝟐 𝟏𝟏 = 𝟏𝟏𝟗𝟗 𝟗𝟗

𝟏𝟏𝟐𝟐 𝟔𝟔

𝑭𝑭𝑩𝑩 = 𝟏𝟏𝟏𝟏 𝟗𝟗
𝟏𝟏𝟏𝟏 𝟔𝟔
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Formas bilineales simétricas y hemisimétricas.
Dada una forma bilineal en un espacio vectorial 𝑼𝑼, 𝒇𝒇:𝑼𝑼 × 𝑼𝑼 → 𝑹𝑹

𝒇𝒇 es simétrica ⇔ 𝒇𝒇 𝒖𝒖 ,𝒗𝒗 = 𝒇𝒇 𝒗𝒗,𝒖𝒖 ,      ∀𝒖𝒖 ,𝒗𝒗 ∈ 𝑼𝑼

𝒇𝒇 es ⇔ 𝒇𝒇 𝒖𝒖 ,𝒗𝒗 = −𝒇𝒇 𝒗𝒗,𝒖𝒖 ,  ∀𝒖𝒖 ,𝒗𝒗 ∈ 𝑼𝑼
antisimétrica

ó hemisimétrica

𝑭𝑭𝑩𝑩 =

𝒇𝒇(𝒖𝒖𝟏𝟏,𝒖𝒖𝟏𝟏) 𝒇𝒇(𝒖𝒖𝟏𝟏,𝒖𝒖𝟐𝟐) ⋯ 𝒇𝒇(𝒖𝒖𝟏𝟏,𝒖𝒖𝒏𝒏)
𝒇𝒇(𝒖𝒖𝟐𝟐,𝒖𝒖𝟏𝟏) 𝒇𝒇(𝒖𝒖𝟐𝟐,𝒖𝒖𝟐𝟐) ⋯ 𝒇𝒇(𝒖𝒖𝟐𝟐,𝒖𝒖𝒏𝒏)

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝒇𝒇(𝒖𝒖𝒏𝒏,𝒖𝒖𝟏𝟏) 𝒇𝒇(𝒖𝒖𝒏𝒏,𝒖𝒖𝟐𝟐) ⋯ 𝒇𝒇(𝒖𝒖𝒏𝒏,𝒖𝒖𝒏𝒏)

(𝑭𝑭𝑩𝑩)𝒊𝒊𝒋𝒋 = 𝒇𝒇 𝒖𝒖𝒊𝒊,𝒖𝒖𝒋𝒋

Matriz asociada a 𝒇𝒇 respecto de la base 𝑩𝑩

(𝑭𝑭𝑩𝑩)𝒊𝒊𝒋𝒋 = 𝒇𝒇 𝒖𝒖𝒊𝒊,𝒖𝒖𝒋𝒋 = 𝒇𝒇 𝒖𝒖𝒋𝒋,𝒖𝒖𝒊𝒊 = (𝑭𝑭𝑩𝑩)𝒋𝒋𝒊𝒊𝒇𝒇 es simétrica ⇔ ⇔ 𝑭𝑭𝑩𝑩 = 𝑭𝑭𝑩𝑩𝒕𝒕 ⇔ 𝑭𝑭𝑩𝑩 simétrica

antisimétrica
ó hemisimétrica𝒇𝒇 es ⇔ (𝑭𝑭𝑩𝑩)𝒊𝒊𝒋𝒋 = 𝒇𝒇 𝒖𝒖𝒊𝒊,𝒖𝒖𝒋𝒋 = −𝒇𝒇 𝒖𝒖𝒋𝒋,𝒖𝒖𝒊𝒊 = −(𝑭𝑭𝑩𝑩)𝒋𝒋𝒊𝒊 ⇔ 𝑭𝑭𝑩𝑩 = −𝑭𝑭𝑩𝑩𝒕𝒕 ⇔ 𝑭𝑭𝑩𝑩

antisimétrica
ó hemisimétrica

⇔ 𝑭𝑭𝑩𝑩 simétrica

⇔ 𝑭𝑭𝑩𝑩
antisimétrica

ó hemisimétrica



ÁLGEBRA LINEAL II Grado en Tecnología en la Ingeniería Civil. UDC.

Formas bilineales simétricas y hemisimétricas.
Dada una forma bilineal en un espacio vectorial 𝑼𝑼, 𝒇𝒇:𝑼𝑼 × 𝑼𝑼 → 𝑹𝑹

𝒇𝒇 es simétrica ⇔ 𝒇𝒇 𝒖𝒖 ,𝒗𝒗 = 𝒇𝒇 𝒗𝒗,𝒖𝒖 ,      ∀𝒖𝒖 ,𝒗𝒗 ∈ 𝑼𝑼

𝒇𝒇 es ⇔ 𝒇𝒇 𝒖𝒖 ,𝒗𝒗 = −𝒇𝒇 𝒗𝒗,𝒖𝒖 ,  ∀𝒖𝒖 ,𝒗𝒗 ∈ 𝑼𝑼
antisimétrica

ó hemisimétrica

⇔ 𝑭𝑭𝑩𝑩 simétrica

⇔ 𝑭𝑭𝑩𝑩
antisimétrica

ó hemisimétrica

Ejemplo 1: 𝒇𝒇:𝑹𝑹𝟐𝟐 × 𝑹𝑹𝟐𝟐 → 𝑹𝑹, 𝒇𝒇 𝒙𝒙,𝒚𝒚 , 𝒙𝒙′,𝒚𝒚′ = 𝒙𝒙𝒙𝒙′ − 𝒙𝒙𝒚𝒚′ + 𝟐𝟐𝒚𝒚𝒙𝒙𝒙 + 𝟑𝟑𝒚𝒚𝒚𝒚𝒚

𝑭𝑭𝒄𝒄 = 𝟏𝟏 −𝟏𝟏
𝟐𝟐 𝟑𝟑

NO simétrica
NO antisimétrica

𝒇𝒇 𝟏𝟏,𝟎𝟎 , 𝟎𝟎,𝟏𝟏 = 𝟏𝟏 ⋅ 𝟎𝟎 − 𝟏𝟏 ⋅ 𝟏𝟏 + 𝟐𝟐 ⋅ 𝟎𝟎 ⋅ 𝟎𝟎 + 𝟑𝟑 ⋅ 𝟎𝟎 ⋅ 𝟏𝟏 = −𝟏𝟏

𝒇𝒇 𝟎𝟎,𝟏𝟏 , 𝟏𝟏,𝟎𝟎 = 𝟎𝟎 ⋅ 𝟏𝟏 − 𝟎𝟎 ⋅ 𝟎𝟎 + 𝟐𝟐 ⋅ 𝟏𝟏 ⋅ 𝟏𝟏 + 𝟑𝟑 ⋅ 𝟏𝟏 ⋅ 𝟎𝟎 = 𝟐𝟐

𝒇𝒇:𝑷𝑷𝟐𝟐 𝑹𝑹 × 𝑷𝑷𝟐𝟐 𝑹𝑹 → 𝑹𝑹, 𝒇𝒇 𝒑𝒑(𝒙𝒙),𝒒𝒒(𝒙𝒙) = �
𝟎𝟎

𝟏𝟏
𝒑𝒑 𝒕𝒕 𝒒𝒒 𝒕𝒕 𝒅𝒅𝒅𝒅

Ejemplo 2:

𝑭𝑭𝑪𝑪 =
𝟏𝟏 𝟏𝟏/𝟐𝟐 𝟏𝟏/𝟑𝟑
𝟏𝟏/𝟐𝟐 𝟏𝟏/𝟑𝟑 𝟏𝟏/𝟒𝟒
𝟏𝟏/𝟑𝟑 𝟏𝟏/𝟒𝟒 𝟏𝟏/𝟓𝟓

𝑭𝑭𝑪𝑪 simétrica 𝒇𝒇 simétrica⇔

𝒇𝒇 𝒑𝒑(𝒙𝒙),𝒒𝒒(𝒙𝒙) = �
𝟎𝟎

𝟏𝟏
𝒑𝒑 𝒕𝒕 𝒒𝒒 𝒕𝒕 𝒅𝒅𝒅𝒅 = �

𝟎𝟎

𝟏𝟏
𝒒𝒒 𝒕𝒕 𝒑𝒑 𝒕𝒕 𝒅𝒅𝒕𝒕 = 𝒇𝒇 𝒒𝒒 𝒙𝒙 ,𝒑𝒑(𝒙𝒙)

Otra forma de demostrar la simetría:

Ni son iguales (no simétrica).
Ni de distinto signo (no antisimétrica)
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