Tema III. Capitulo 4. Endomorfismos.

4. Endomorfismos.

1 Introduccion.

Vimos en el capitulo anterior que un endomorfismo es una aplicacién lineal donde
el espacio vectorial inicial y final coinciden ¢ : U — U. Si fijamos una base en U:

B ={uy,...,up},
podemos trabajar con la matriz asociada a la aplicacién ¢ con respecto a esta base:
t(u;) = thu, = Tpp=(t).
En este caso la matriz Tgp es la matriz del endomorfismo ¢ respecto a la base B.
A veces la denotaremos simplemente como la matriz T5.

Si tenemos otra base en U:
B ={u),...,u,}

y consideramos la matriz de paso Mp/p hemos visto como se relacionan las matrices
asociadas a t respecto a estas dos bases:

Tpp = MpgTepMpp = (Mpp) ' TgpMpg

Deducimos un primer resultado interesante:

Proposicion 1.1 Dos matrices estdn asociadas a un mismo endomorfismo si y sélo si
son semejantes.

Si llamamos End(U) al espacio vectorial Hom (U, U) de endomorfimos de U, ya vimos
en el capitulo anterior que, fiajada una base B, la aplicacion:

7 EndU) — Muxn
t — TB

es un isomorfismo. Por tanto el estudio de endomorfismos es equivalente al estudio de
matrices cuadradas y su relacién de semejanza.

Uno de los objetivos fundamentales de este tema, serd encontrar bases en las que la
matriz asociada a un endomorfismo dado sea lo mas sencilla posible. Equivalentente, dada
una matriz cuadrada encontrar una matriz semejante lo mas sencilla posible.

2 Autovalores y autovectores.

2.1 Definicion y propiedades.

Definicion 2.1 Dado un endomorfismo t : U — U, se dice que A es un autovalor de
t cuando existe un vector T no nulo tal que:

t(z) = \T.

El escalar N cumpliendo esta condicion se llama también valor propio o valor carac-
teristico; los vectores T verificando esta condicion se llaman autovectores o vectores
propios o vectores caracteristicos asociados a ).
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Veamos algunas consideraciones derivadas de esta definicién:

1. St A = 0 es un autovalor de t, entonces los autovectores asociados a €l son los
vectores del nicleo de t.

2. Un autovector T # 0 no puede estar asociado a dos autovalores distintos.
Prueba: Si 7 estd asociado a dos autovalores distintos A, p se tiene:
A =1t(Z)=pr = (A—p)z=0.
Como Z # 0, deducimos que A — 1 = 0 y por tanto ambos valores son iguales.

3. Fijada una base B en U la expresion matricial de la condiciéon de autovalor
es:
t(z) =\ < Tp(z) = \x).

Esto nos permite hablar de autovalores y autovectores de una matriz
cuadrada.

4. Dos matrices semejantes tienen los mismos autovalores.

Prueba: Vimos que dos matrices semejantes son matrices asociadas a un mismo
endomorfismo pero respecto a bases diferentes. Ahora bien, los autovalores de una
matriz son los del endomorfismo asociado y estos no dependen de la base en la que
estamos trabajando (de hecho para introducirlos no hace falta trabajar con bases).
|

2.2 Subespacios caracteristicos.

Definicion 2.2 FEl conjunto de autovectores asociado a un autovalor A se denotard por
Sy vy se llama subespacio caracteristico o subespacio propio asociado a A:

Sy ={z € U|t(z) = A\z}.
Proposicion 2.3 El conjunto Sy de autovectores asociado a un autovalor \ es un sube-
spacio vectorial.

Prueba: En primer lugar S\ # 0 porque 0 € Sy. Ademds dados Z,5 € Sy y o, 8 € K:

t(az + By) = at(z) + ft(y) = adT + BA\J = Moz + f7)
/I\
T,jE Sy < t(Z) =\, @) =\

y por tanto o + By € Sy. [
Observacion 2.4 Otra forma de probar el resultado anterior es la siguiente. Dado un
endomorfismo t y un autovalor A , definimos la aplicacion
t:U—U; t'(z) =t(z) -\ < t' =t— \Id.
Esta aplicacion es lineal por ser diferencia de aplicaciones lineales. Ademas:
Sy={zeU|t(x) =z} ={z € U|t(z) — \x = 0} = ker(t — \Id).

Vemos que:

S\ = ker(t — M\Id)

es un subespacio vectorial por ser el nicleo de una aplicacion lineal.
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Proposicion 2.5 Si A\ y Ay son autovalores distintos de un endomorfismo entonces Sx, N
Sy, = {0}

Equivalentemente, la suma Sy, + Sy, es una suma directa.

Prueba: Es consecuencia de que un autovector no nulo no estad asociado a autovalores
distintos. n

Proposicion 2.6 Si A1,..., \x son autovalores distintos de un endomorfismo entonces
(Say +--+S\)NS\., ={0} parai=1,...,k—1.

Equivalentemente, la suma Sy, + ...+ S\, es una suma directa.

Prueba: Lo probamos por inducciéon. Cuando sélo hay dos subespacios hemos visto que
es cierto.

Supongamos que es cierto para ¢ subespcios caracteristicos y comprobémoslo para
1+ 1.

Sea z € (Sy, + ...+ S),) NSy Entonces se tiene:

i+1°
T=T1+...+Z;, con l’jES)\j, j=1...,1
Aplicando t tenemos:
HZ) =t(x1) + ... +6(Ti) = T1 + ...+ NiT5.

Por otra parte como T € S), se tiene:

i+10
HZ) = Nip1Z = Nip1Z1 + ... + N1 T
Comparando ambas expresiones:

M= Ait)Z1+ ..+ (N — Aigp1)Ti = 0

Como Sy, ...,S), es una suma directa, la descomposicién de 0 como suma de elementos
de Sy, ..., S), es unica. Por tanto:
(/\1 — )\i-l—l)jl =...= <)\z — )\z—i—l)-fz =0

Il
SE%\
Il
(en]]

<
8l
Il
(@]
|

Dado que todos los autovalores son distintos, 1 = ...

2.3 Polinomio caracteristico.

Definicion 2.7 Sea t : U — U un endomorfismo, B una base de t y T la matriz
asociada a t con respecto a esta base. El polinomio caracteristico de t es:

pe(A) = det(T — M\Id).

Proposicion 2.8 Fl polinomio caracteristico de un endomorfismo no depende de la base
escogida.

Prueba: Supongamos que Ty T’ son dos matrices asociadas a un endomorfismo ¢ :
U — U, respecto a bases diferentes. Entonces sabemos que Ty T” son semejantes, es
decir, existe una matriz regular P verificando que 7" = P~'TP. Ahora:

T = M| = |[P7'TP - AP7'P| = |P~Y(T — \XI)P| = |P~Y||T — \||P| = |T — \|.

78



Tema III. Capitulo 4. Endomorfismos.

Teorema 2.9 Dado un endomorfismo t : U — U, X es un autovalor de t si y sélo si
pe(A) = 0.
Prueba: Vimos que A es una autovalor de t si y sélo si existe T # 0 con:
t(z) = A\T.
Introduciendo una base B en U, matricialmente esta condicién se escribe como:
Tp(x) = \(x) o equivalentemente (Tp — N)(z) = 0.
Es decir A es un autovalor de ¢ si y sélo si el sistema homogéneo:
(Tg — M)(z) =0

tiene solucién distinta de la trivial. Pero esto ocurre si y sélo si la matriz del sistema es
singular, es decir:
T — M| =0 < pi(N) =0.

2.4 Multiplicidad algebraica y geométrica de un autovalor.

Definicion 2.10 Dado un endomorfismo t : U — U y un autovalor A de t definimos:

- Multiplicidad algebraica de \: Es la multiplicidad de A como raiz del polinomio
caracteristico py(\). Se denota por m(\).

- Multiplicidad geométrica de A: Es la dimension del espacio caracteristico aso-
ciado a A. Se denota por d(\).

Veamos algunas propiedades de estas multiplicidades:

1. La multiplicidad geométrica de un autovalor es siempre mayor que 0.
d\)>1

Prueba: Basta tener en cuenta que por definicién de autovalor S siempre tiene
algin autovector no nulo.

2. Sin es la dimension del espacio vectorial U y T es la matriz asociada a t en una
base cualquiera, una forma habitual de calcular la multiplicidad geométrica es:

d(N) =n—rg(T — \)

Prueba: Basta tener en cuenta que:

d(A) = dim(Sy) = dim(ker(t — AXI)) =n — dim(im(t — X)) =n —rg(T — AI).

Multiplicidad algebraica > Multiplicidad geométrica m(Ai) > d(\)

Prueba: Supongamos que A; es un autovalor del endomorfismo ¢. Sea d = d(\;)
su multiplicidad geométrica. Consideramos una base del subespacio caracteristico
Sy

{ﬂl, ce ﬂd}
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y la completamos hasta una base B de U:
B ={t1,...,Ug,Ugs1,-..,Un}-
Veamos cual es la matriz T asociada a t con respecto a esta base. Sabemos que:
t(uy) = Nug; ... tlag) = Ntg.

Por tanto la matriz T es de la forma:

N0 .0
0 N ... 0
- .- 1A con A € Mgxn—a(IK).
N B € My _gun—a(IK).
0 0 ... N\ axn—a(K)
9 B

Si ahora calculamos el polinomio caracteristico de t utilizando esta matriz queda:

Ai — A 0 0
0 Ai — A L. 0
A

T —M|=| SR = (A =N B - Al
0 LD VP
Q | B—AI

Vemos que \; es una raiz del polinomio caracteristco de ¢ con al menos multipli-
cidad d, por tanto:

4. Si X es un autovalor con m(\) = 1, entonces d(\) = m(\) = 1.

5. El numero mdximo de autovectores independientes de un endomorfismo es
d(\) + ...+ d(N\g)

donde M1, ..., A, son todos los autovalores de t.

Prueba: Basta tener en cuenta que la suma de todos los espacios de vectores
caracteristicos es una suma directa. Ademads se cumple:

dA) +...+dA) <m(A) + ...+ m(Xg) < n.

3 Diagonalizacion por semejanza.

3.1 Endomorfismos o matrices cuadradas diagonalizables.

Definicion 3.1 Se dice que es un endomorfismot: U — U es diagonalizable cuando
existe una base B de U en la que la matriz asociada es diagonal:

t diagonalizable <= 3 base B/ Tp diagonal.

Podemos definir el concepto andlogo para matrices cuadradas:
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Definicion 3.2 Se dice que una maitriz T es diagonalizable por semejanza cuando
existe una matriz diagonal semejante a ella:

T diagonalizable <= 3D diagonal y P reqular , D = P™1TP.

Teniendo en cuenta que dos matrices son semejantes precisamente si estan asociadas
a un mismo endomorfismo, el estudio de la diagonalizacion de matrices y endomorfismos
es equivalente.

3.2 DMatriz de un endomorfismo en una base de autovec-
tores.

Teorema 3.3 La condicion necesaria y suficiente para que la matriz asociada a un en-
domorfismo sea diagonal es que esté expresada respecto a una base de autovectores.

Prueba:
—: Supongamos que B = {uy,...,u,} es una base de U, de manera que la matriz

asociada T es diagonal:

t7 0 ... 0

0 to ... O

Tg=1 . . . .

0 0 ... ty

Esto quiere decir que:
t(al) =tiu1; ... t(’l]n) = t,Up.-

y por tanto todos los vectores de B son autovectores.

<=: Supongamos que B = {u1,...,u,} es una base de autovectores de U, entonces
se cumple:
t(uy) = My ... t(Uy) = A\ply.

y por tanto la matriz asociada es diagonal:

A0 o0
0 X ... O
Tg=1| . . . )
0 0 ... A\

3.3 Caracterizacién de los endomorfismos diagonalizables.

Acabamos de probar que:

Proposicion 3.4 Un endomorfismo t : U — U es diagonalizable si y solo si existe una
base de autovectores.

Este resultado se reformula habitualmente de la siguiente formas:
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Teorema 3.5 Un endomorfismo t en un espacio U n-dimensional es diagonalizable si
y solo si la suma de las multiplicidades algebraicas es igual a la dimension de U y las
multiplicidades algebraicas coinciden con las geométricas. Equivalentemente:

m(A) + ... +m(Ag) =n.
t diagonalizable <=
d(A) =m(A1),...,d(Ag) = m(Ag).

stendo A1, ..., g el conjunto de autovalores de t.

Prueba: Basta tener en cuenta lo siguiente.

Si t es diagonalizable, entonces existe una base de autovectores de U. En esa base la
matriz T es diagonal y por tanto:

n=dM)+...+dX) <mA)+...+mA\) =n

Reciprocamente si d(A1) + ... + d(A\x) = n y teniendo en cuenta que la suma de
subespacios caracteristicos Sy, +...4 ), es una suma directa, podemos escoger una base
de U de autovectores. Por tanto ¢ diagonaliza. [ |

Teniendo en cuenta la prueba anterior, la condicién puede escribirse simplemente
como:

Corolario 3.6 Sit es un endomorfismo de un espacio U de dimension n:
t diagonalizable <= d(\1)+...+d(Xx) =n

stendo A1, ..., g el conjunto de autovalores de t.

3.4 Pasos para la diagonalizacion de un endomorfismo t%.

Supongamos que tenemos un espacio vectorial U de dimensién n y un endomorfismo
t : U — U cuya matriz respecto a una base B es Tp. Los pasos para diagonalizarlo (si
es posible) son los siguientes.

1. Calcular el polinomio caracteristico p;(A) = |Ip — AI|.

2. Calcular las raices del polinomio caracteristico, que seran los autovalores de t. Ob-

tendremos valores Aq,..., \; con multiplicidades algebracias my,,...,my,.

(a) Simy, +...+my, <n el endomorfismo no diagonaliza.

(b) Si my, + ...+ my, = n, calculamos las multiplicidades geométricas de cada
autovalor de ¢:

d(\;) = dim(Sy,) =n —rango(T — )  i=1,... k.

i. Si alguna multiplicidad geométrica no coincide con la algebraica, entonces
no diagonaliza.
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ii. Sitodas las multiplicidades algebraicas y geométricas coinciden, entonces
f si diagonaliza.
La forma diagonal es aquella que tiene todos los autovalores en la diagonal
repetidos cuantas veces indique su multiplidad algebraica:

Ao 0

0 ... M

de manera que:
D = (Mpp) 'TsMpp

siendo Mpp' la matriz de paso entre una base B’ de autovectores de t y
la base de partida B.

La base correspondiente se calcula, a partir de una base da autovectores
asociados a cada autovalor de t. Estos se calculan resolviendo los sistemas:

1,‘1

Sy, =ker(t = M) =S (z',...,a") e U(T-NI)| © | =0

para cada i =1,2,... k.

En otras palabras las columnas de Mpgp' son las coordenadas de au-
tovectores de t linealmente independientes y respecto a la base
de partida B. Ademéis, han de ordenarse de manera coherente
con los autovalores, de forma que si en la columna j-ésima de D
aparece )\, en la diagonal, en la columna j-ésima de Mpgp ha de
aparecer un autovector asociado al autovalor ).

3.5 Aplicacién para obtener potencias de matrices.

Supongamos que A es una matriz diagonalizable y nos interesa calcular AP. Podemos
proceder de la siguiente forma.

Por ser A diagonalizable, hay una matriz P regular tal que:

d 0 ... 0

o 0 do ... O
D=P AP talque D= : — :
0 0 ... d,

Entonces A= PDP~! y:

Ak = (PDP™Y.(PDP7Y).....(PDP™!) =

k veces

= P(P7'PD)-(P7'PD)....(P~'P-D)P~ ' = PDFP 1,

k veces
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es decir

a0 ... 0

0 dk 0
AF = PDkP-1| con DF = 2

0 0 dk

4 Triangularizaciéon por semejanza.

4.1 Endomorfismos o matrices triangulares por semejanza.

Definicion 4.1 Un endomorfismo t : U — U se dice triangularizable si eziste una
base B de U en el que la matriz Tp asociada es triangular.

t triangularizable <= 3 base B/ Tp triangular.
El concepto andlogo para matrices cuadradas sera:

Definicion 4.2 Se dice que una matriz T es triangularizable cuando eziste una matriz
triangular semejante a ella:

T triangularizable <= 3J triangular y P reqular , J = P71TP.

Observacion 4.3 Si la matriz de un endomorfismo t : U — U respecto a una base
B ={uy,...,u,}

es triangular superior, entonces exizte una base B’ en la que la matriz asociada es
triangular inferior y viceversa. Para ello basta tomar los vectores de B en el orden
1nVerso:

B = {iy,..., 141}

Nosotros buscaremos matrices triangulares superiores semejantes a una dada. El
resultado fundamental es el siguiente:

Teorema 4.4 Sea U un espacio vectorial n-dimensional. Un endomorfismo t : U —
U es triangularizable si y solo si t tiene n autovalores contados con su multiplicidad
algebraica. Es decir:

t triangularizable <= m(A1) + ... +m(\g) =n

donde {\1,..., \p} es el conjunto de autovalores de t.

Prueba:

=—: Supongamos que t es triangularizable. Entonces existe una base B en la cual
la matiz Tp es triangular. Si calculamos el polinomio caracteristico utilizando esta base
queda:
T — M| = (t11 — A)(taa = A) ... (tan — A)

es decir vemos que hay exactamente n autovalores (iguales o distintos).
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<—: Supongamos que ¢ tiene n autovalores (iguales o distintos). Veamos que entonces
triangulariza. Lo probaremos por induccion:

- Para n = 1 se cumple porque una matriz de dimension 1 x 1 siempre es triangular.
- Supongamos que el resultado es cierto para n — 1 y probémoslo para n.
Sea A1 un autovalor. Entonces d(A1) > 1 y existe al menos un autovector z; # 0
asociado a A\;. Tomamos una base B; cuyo primer vector sea Z:
B = {531, ug, . . . ,ﬁn}.
En esta base la matriz asociada a t es:

)\1 ‘ tia ... tin
0

Ip, = T
Nos fijamos en lo siguiente:
T, — M| = (M — N|T" — M|,

es decir, el polinomio caracteristico de ¢ factoriaza a través del polinomio caracteristico
de T’. Por tanto si t tiene n autovalores, 7 tendrd n — 1 autovalores.

Ahora por hipétesis de induccién, T” es triangularizable. Sabemos que existe una
matriz P € My _1xn—1(IK) regular de manera que:

B =P 'T"P donde B es triangular superior.

Sea @ la matriz:

110 0
0
Q=1 . p
0
Entonces:
10 ... 0 M|tz oot 1]0 0
_ 0 0 0
0 0 0
A tio tin 1]0 0
- p-iT : P -
0 0
)\1 S$12 ... Sin )\1 ‘ S12 ... Sin
0 0
B P-iT'P I B =5
0 0

donde por ser B triangular superior, S es triangular superior. En definitiva hemos probado
que la matriz T, asociada a t es triangularizable por semejanza y por tanto ¢ es trian-
gularizable. [ |
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Observacion 4.5 Si estamos trabajando sobre el cuerpo IK =C de niumeros complejos, el
Teorema Fundamental del f[lgebm afirma que todo polinomio de grado n tiene exactamente
n raices (complejas iquales o distintas). Toda matriz cuadrada sobre el cuerpo de nimeros
complejos es triangularizable.

En el cuerpo de numero reales no se tiene este resultado. Hay polinomios de grado n
que no tienen n soluciones reales.

4.2 Forma canodnica de Jordan.

Definicion 4.6 Dado un escalar A llamamos bloque de Jordan o caja de Jordan
asociado a A y de dimension m la matriz m X m-dimensional:

A1 0 ... 00
O X1 ... 0 0
0O 0N ... 00O
J = R Co
0O 0 0 ... X 1
O 0 0 ... 0 X\

Definicion 4.7 Llamamos matriz de Jordan a una matriz formada por varios bloques
de Jordan asociados a escalares iguales o distintos, colocados de la forma:

S| Q... Q
QlJ|...| Q

J = . )
a7

donde Jyi, Ja, ..., J, son bloques de Jordan.
Admitiremos sin demostracién el siguiente teorema:
Teorema 4.8 Toda matriz triangularizable es semejante a una matriz de Jordan.

El objetivo en lo que resta esta seccién es describir como, dada una matriz triangu-
larizable, obtener una forma de Jordan y la base en la que se expresa.

4.3 Obtencion de la forma de Jordan.

Veamos los pasos para calcula la forma de Jordan de una matriz T' € M, x, (IK).

1. Calculamos el polinomio caracteristico p;(\) = |T" — A|.

2. Calculamos las raices del polinomio caracteristico, que seran los autovectores de t.
Obtendremos valores A1, ..., A\; con multiplicidades algebracias my,, ..., my,.
(a) Simy, +...+my, <n la matriz no triangulariza.

(b) Simy, +...+my, =n la matriz si triangulariza. Veamos como calcular la
forma de Jordan. Calcularemos la parte de forma de Jordan relativa a
cada autovalor de manera independiente. Supondremos que trabajamos
con el autovalor \;:
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i. Calculamos los subespacios:

Sx,p = ker(T — XI)P

para sucesivos valores de p. Nos detendremos cuando

dim(Sx, p+1) = dim(S, p)-

Con esta notacion Sy, 1 = Sy,-

ii. La mutliplicidad geométrica d(});) indica el nimero de bloques de

Jordan relativos al autovalor \;:

Multiplicidad geométrica d(\;) = nimero de cajas de Jordan

iii. Consideramos los siguientes valores:

dim(Sx, 1) fi=d\)

—
S

dim(S)\ig)

f2 = dim(S/\i’Q) — dim(SAi’l)

— f3 = dim(S)\i’g) — dim(S)mQ)

dim(S)\hg)

d’im(S)\“pfl)

— fp = dim(SAi,p) — dim(s)\i,p—l)

dim(S,\iyp)

se tiene que verificar que fr > fri1.

iv. Formamos un esquema de p columnas, de manera que la columna k-ésima

estd formada por f, elementos:

n —

n9 —

Ny — ok k.. %
()
fi fo

T
o

donde d = f; = d();). Ahora el nimero de elementos de cada fila
del esquema nos indica la dimensién de cada uno de los bloques de

Jordan relativos al autovalor \;:

Jnl Xni Q Q
Q Ino xn Q
T(\) = : S
Q Q Ingxng

Observamos que conviene ordenar las cajas empezando por la mayor y

terminando por la de menor dimension.

v. Para obtener la base en la que se obtiene esta forma de Jordan, hacemos
lo siguiente. Buscaremos los siguientes vectores cuya estructura copia la
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vi.

descrita anteriormente:

Syt Suz2 .- S)\i?nfl coo Shine oo Sam
n — Ti1 T2 ... jl»”fl e Tlpy -e- | Timg
ng — To1 T2 ... jz»”fl coe | T2mg
nf PThp1 T2 e jf177lfl
o f Ip
donde

i = (T = NI)Zjp

Por tanto para construir estos vectores basta escoger en cada fila el vector
de la derecha, de manera que al calcular el primer vector de cada fila
se obtengan vectores linealmente independientes:

{#11, %21, Ty 0}

La base buscada estara formada por todos estos vectores ordenados de
izquierda a derecha y de arriba abajo:

{jl,lajl,Qv ) -/Z.Lnla"z'Q,lvi.Q,?a o 7E2,n27 ) 'ffl,la .’Z'th, oo 7Ef1,nf1}

Finalmente la forma de Jordan buscada se formara uniendo las formas de
Jordan de cada autovalor:

J(A1) Q Q
Q J(A2) | ... Q
J = : : . : ’
a9 [ I0y)

y la base B’ en la que se expresa formada por todos las base que hemos
obtenido para cada autovalor, respetando el orden en que ha sido
colocado cada vector. De esta forma:

J = (Mpp) 'TMpp

siendo B la base de partida.

4.4 Aplicacién para obtener potencias de matrices.

Supongamos que A es una matriz triangularizable y nos interesa calcular A*. El proced-
imiento es andlogo al de matrices diagonalizables.

Por ser A triangularizable, hay una matriz P regular tal que:

J=P 'AP talque J es una forma de Jordan.

Entonces A = P~1JP y:
AP = (PJPYH.(PJPY ... (PJPTY =

k veces

=P(P'PJ)-(P7'PJ)...-(PT'P-J)P ' = pJFpP~L.

k veces
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es decir

Ak = pjkp-1

Para calcular J* puede hacerse lo siguiente. Descomponemos J como suma de dos ma-
trices, una diagonal D y otra 1 triangular superior con ceros en la diagonal:

J=D+T = J'=(D+T)

Aunque en general la férmula del binomio de Newton no es cierta para matrices,
si lo es en esta caso (ya que D y T conmutan). Por tanto:

D+T) =" .| DT

=0

El célculo de las potencias de D y T' es muy sencillo; de hecho a partir de un exponente
suficientemente grande la matriz 75~ se anulara.
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