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Ejercicios Resueltos del Tema 4

1. Traduce al lenguaje algebraico utilizando, para ello, una o més incég-
nitas:

La suma de tres nimeros consecutivos

Un numero mas la mitad de otro

El cuadrado de la suma de dos nimeros

La diferencia de los cuadrados de dos niimeros

La semisuma de dos numeros

O &8 o o« R
N N N N N

a) z4+(x+1)+(z+2)
b) =+ %
) (z+y)°
d) x2 _ y2
e) xQﬁ
2. Dados los polinomios P(z) = 223 — 422 + 2 — 1,Q(x) = 1y R(x) =
2?2 — 3z + 2, halla los polinomios P(x)+Q(x), P(x).Q(x ) P(z).R(x).

Sumamos los términos de igual grado en P(z) y Q(x),
obteniendo:

P)+Qz)=22°—42’ +o+a+1-1=22°— 42> + 2

Con respecto al producto P(z).Q(z), podemos hacer-
lo por dos métodos:

2x3  —4x? 4z —1

r —+1
20 —4a? 4z —1
2t —dx3  42? —x
224 —223  —3a2 -1
o bien con la tabla:
| 2 ]-af1[1] |




Lo mismo ocurre con el producto P(z).R(x)

23 42?2 4z -1
x? -3z +2
423 —8x% 422 -2
—6z*  +122% 322 +3z
20 —dxt 428 —z2
225 —10z% +172% —122° 45z —2

Si lo hacemos con la tabla, quedaria:

[ [2[-4f1]1]

2 -4 |1 |-1]1
-6 | 12 | -3 | 3 || -3
4 | -8 | 2 |-2]| 2

(2]-10]17[-12] 5 [-2]

Efectua las divisiones:

a) (3z* +523 —22x+3): (2% — 32+ 2)

b) (223 —2+3):(x—3)
c) (=5xt+222-7):(x+1)
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;Podrias hallar el resto de las dos ultimas divisiones sin efectuar ex-

presamente la divisién?

a) Hagamos la primera division:

3zt + 523

— 324+ 923 — 622 — 22 + 3

1423 — 622

2z

+ 3

2 — 3 + 2

— 1423 + 4222 — 28z
3622 — 30z + 3
— 3622 + 108z — 72
78x — 69

b) Esta division y la siguiente las haremos aplicando

el método de Ruffini:

-1 3
18 51

322 + 14z + 36

El resto de la divisién es 54 y el cociente 22 +

6x + 17.

17 54
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-5 0 2 0 -7
~1 5 =5 3 -3
| -5 5 =3 3 —10

El resto de la divisién es —10 y el cociente —5z° +
5x? — 3z + 3.

Con respecto a la pregunta que se formula, la res-
puesta es que si, ya que, sabemos que el resto de la
divisién de un polinomio P(z) entre = — a es P(a).
Entonces, si P(r) = 22° — 2 + 3, el resto de dividir
P(z) entre v —3 es P(3) =2-3% -3 +3=>54. Si P(x) =
—52% 4+ 222 — 7, el resto de dividir P(z) entre z + 1 es
P(-1)=-542-7=-10.

4. Halla los productos:

r(2x +y+1)
2a%(3a + 5a?)
5y (27 + 3y)

vz +y+1) =222 +ay+a
2a?(3a + 5a3) = 6a® + 10a®
5zy%(2z + 3y) = 102%y? + 15293

Halla el valor de m sabiendo que la divisién de 22 — ma? + 5z — 2
entre x + 1 es exacta.

Halla el valor de m sabiendo que el resto de la divisién de 3z3 +
ma? 4+ x — 4 entre x — 3 es 8.

;Cuénto deben valer a y b para que la divisién de 2% — 523 + 322 +
ax + b entre 2 — 5z + 1 sea exacta??

a) Como el resto de la divisién de 2% — ma? + 5z — 2
entre x+1 es —1 —m—5—2, queremos determinar
m para que dicho resto sea cero, es decir, m = —8.

b) Razonando igual que en el apartado anterior,
tenemos que 3 - 27+ 9m + 3 — 4 ha de ser igual
a 8, con lo que m = —8.



Si la divisién, es exacta, el polinomio z* — 523 +
322 + ax + b es divisible por 22 — 5z + 1, es decir,
existen c y d tales que

vt — 523+ 322 +ar + b= (22 — 5z + 1) (22 + cx + d)
=2+ (c—5)x3+ (d — 5c+ 1)z + (c — 5d)x + d

con lo que, igualando coeficientes, se obtiene que:
c—5=-5,d—5c+1=3,c—5d=ayd=nhb
Finalmente, se tiene que c =0, d =2, a=—-10y
b=2.

6. Descompon en factores irreducibles los polinomios:

a) at —4x3 +72% — 122+ 12
b) a* —1022+9
c) a* 5234222 + 82

a)

b)

Sabemos que si r — a divide a P(z) = z* — 423 +
722 —12x+12, entonces a es un divisor de 12, es de-
cir a==+1,+2 43,44, +£6, +£12. Dividiendo P(x) en-
tre r — 2, nos queda:

1 -4 7 =12 12
2 2 -4 6 —12

con lo que
P(z) = (z — 2)(z3 — 22% 4+ 32 — 6).

Dividiendo de nuevo por = — 2, resulta:

1 -2 3 —6
2 2 0 6
|1 0 3 0

Resumiendo, la descomposicién de P(z) es
P(z) = (v — 2)(x3 — 9222 + 31 — 6) = (v — 2)2(x2 +3),

ya que 22 + 3 es irreducible por tener discrimi-
nante negativo (es decir, sin raices reales).

Sea ahora P(z) = z* —102%+9. Si llamamos z = 22,
nos queda P(z) = 22 -~ 102 +9 = (z — 1)(z — 9).
Teniendo en cuenta que a® — b*> = (a + b)(a — b),
resulta que P(z) = (z — 1)(z + 1)(x — 3)(x + 3).
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c) x*—5234 22+ 8z = z(2® — 522 + 22+ 8). Buscamos
ahora x —a con a divisor de 8 y encontramos que,
al dividir entre = — 2, se obtiene que:

1 -5 2 8

2 2 —6 -8
|1 -3 -4 0

Asi pués: P(r) = x(x —2)(2? —3x —4) = x(z — 2)(z +
Dz —4)

7. (Cuadl es el polinomio ménico de segundo grado P(x) que verifica que
P(5) =6 y que tiene a 3 como raiz?

Como P(z) es un polinomio moénico de grado dos

que tiene a z — 3 como factor, sabemos que P(x) =
(x — 3)(z + a). Puesto que, ademas P(5) = 6, se sigue
que 2(5+a) =6y a= —2, asi que P(x) = (x — 2)(z — 3)

8. Halla el médximo comun divisor y el minimo comin multiplo de los

polinomios:

a) 22 —-2zx+1y2z—2
b) zt —dx?y x® —42? + 4z
¢) 22 -3z, 22 -9y 2?2 —6x+9

a) Puesto que

2?2 —2r4+1= (v —1)>
20 —2=2(z—1)

se sigue que:

med(z? -2z + 1,22 —2) = (z — 1)
mem(z? — 2z + 1,22 — 2) = 2(x — 1)?

b) En este caso:

ot —42? = 2% (2? — 4) = 2} (x - 2)(z + 2)
23 —42? + 42 = 2(2? — 4o+ 4) = z(z — 2)?

de donde se deduce que:

med(z* — 42?23 — 422 + 4a) = x(z — 2)
mem(zt — 422, 23 — 422 + 4x) = 2% (z — 2)%(x + 2)
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¢) Factorizando cada polinomio se obtiene que:

22— 3x = x(x — 3)
22 —9=(r—3)(z+3)
2?2 —6x+9 = (v — 3)?

Asi pues, concluimos que

med(x? — 3z,2% — 9,22 — 62 +9) = (z — 3)
mem(z? — 3z, 2% — 9,22 — 62 +9) = x(x — 3)%(z + 3)

9. Determina dos polinomios cuyo méaximo comun divisor sea xz(z + 1) y
cuyo minimo comtn miltiplo sea 23(2% — 1)(z? + 1).

Podemos tomar, por ejemplo, P(z) =z(z—1)(xz+1) =
-2y Q) =23+ 1)(2®+1) =25 +2° + 2* + 23
10. Efectua las operaciones y simplifica las fracciones obtenidas:

T+ 7 r—2 2+ 1
+— —
x T4 4T r+1

b) z+1 x?—1
(x —1)2 x
z+1 _a;2—1

c) :
(x —1)2 x
Para sumar reducimos a comin denominador:

r+7 -2 2z+1 (@+T)(@@+D)4+z-2—-z2z+1) —2*+8z+5

T 2+x  z+1 2+ N 2+
b) Para multiplicar, basta multiplicar los numeradores y los

c+1 2?2—-1 (z+1)(a?-1) (z+1)°

(z—12 =z  (z-1)2z  z(z-1

¢) Para dividir, multiplicamos la primera fraccién por la in-

r+1 2?-1 z(z+1) x

(x—1)2" 2  (z—-12(x-1D@+1) (z-1)3

denominadores

versa de la segunda

11. Efectua las operaciones indicadas y simplifica las fracciones obtenidas:
) 4x 4 o
¢ (z—=12 z-1) 22-1
3 z 1 1
b ——=):{—+=
) (x 3) (:c + 3>
1 1
~-. — 2\ (r—=1
o [+
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q) 2a—b_2a+b g_i
2a+b 2a—b/) " \b 4da

((:g ix1)2 N xﬁ1> : :U;E— 1 4:6(;4—(?); 25 :U2:E— 1 iif—_lg - igii
b)
CINENT ISR o
c)
(o) e - 222
_ @2+”$«x—n
222 — 1)
_ 22 +1
v+ 1
d)

Geviams) (ow) = Cltomen ) (M)

(4a? — 4ab + b* — 4a? — 4ab — b?)(4a® — b?)

(4a? — b?)4ab

= 2.
12. Resuelve las ecuaciones:
x+1 3 xr—2
_ -0
@) x71+:c+1 2 -1
1-— 2 21 5(x—2
b) v, 2 _=% i (x—2)
r+3 x—2 ¢+ x—06
a)
x—|—1+ 3 95—2_0 -
r—1 x4+1 z2-1
(z+1)2+3x—1)—x+2
5 =0 =
¢ —1
22 +204+14+3x—-3—x+2
3 =0 &
¢ —1
22 +4x =0 =

r=0Vz=—-4
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11—z 20 z*+5(z—2)

+ — =1
x+3 x-2 24+zx—6
(1—2)(z—2)+22(x+3)  2*>+5(z—2) -

(x+3)(x—2) (24 3)(x—2)
—2% 32— 2+ 222 4+ 62 = 22 + 5z — 10 &
4dr = —8 =
T =—2

Sea a € R un ntimero real tal que a® + 2a® + 10a = 20. Demuestra que
a 'y a? son irracionales.

Sea a € R una raiz de P(z) = 2 + 22? + 10z — 20. Si
a = ¢ es racional, sabemos que ¢ | 20, es decir, ¢ =
41,42, +4, 45, £10, +20.

Pero, se tiene que P(—1) = —29, P(1) = —7, P(—2) = —40, P(2) =
16, P(—4) = —92, P(4) = 116, P(—5) = —145, P(5) = 205, P(—10) =
—920, P(10) = 1280, P(—20) = —7420, P(20) = 8980. Por lo
tanto, a es irracional.

Si ahora suponemos que a? es racional, entonces a? = 9,

para ciertos enteros c y d, con lo que substituyendo en
a® + 2a® + 10a = 20, nos quedaria:

a- C/d—i—QC/d—i—lOa: 20,

es decir:

a(y+10) =20 — 2¢,

20—
“=nvi0) €@

2

Por lo tanto, tanto a como a“ son irracionales.



