Tema 2

Limites de Funciones

Ejercicios Resueltos
Ejercicio 1
Demuestra, aplicando la definicion de limite, que xhjnz (x2+x+2)=38

Solucion:

lim
x->2(x
Pero |x2+x+2-8| <e e |x?+x-6| <e= |[(x-2)x+3)| <ee [x-2]||x+3] <e

2+x+2)=8siysolosi Ve>0,38>0/0<|x-2|<8 = |[x2+x+2-8| <e
Puede tomarse & < 1 para simplificar los calculos, y con |x - 2| <& setiene x € (1,3)y

|x + 3] <6. Entonces |x-2||x+ 3| <66. Tomando &= minimo {1, €/6}, queda

demostrado que |x?+x - 6| <e cuando 0<|x-2|<3$.

Ejercicio 2

Demuestra, aplicando la definicioén de limite, que 11m1 R S
X (x _ 1)2
Solucion:
lim 1 1

. — =+o o [VEkeR,3I8>0/|x-1] <8 =
=1 o1y (x -1y
1 1

>k

Pero, >k « 0<(x-1?< = .Porotraparte,si 0 < |x-1| < & serd |x - 1|> < &2,

de G-17 k

donde I > L Bastatomar por tanto 82 < 1 , 0 lo que es lo mismo, & < L Deesta
lx - 1|2 52 k Vk

forma se consigue que si 0 < |x - 1| < &, entonces
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Ejercicio 3

lim
Demuestra que S

Solucion:
Se probara utilizando la propiedad 4 del apartado 2.2.

En la figura puede observarse que :

¢ area triangulo OAB < area sector OAB < darea
triangulo OAC
Si x es la medida en radianes del arco AB y el radio

es OA =1, resulta: lsinx < lx < ltanx
2 2 2

T .
Entonces para todo x, 0 <x < - ¢ sinx <x < tanx

Y por tanto BRI U Multiplicando por sinx > 0 se obtiene 1 > ¥ > cosx

sinx x  tanx x
desigualdad ésta que teniendo en cuenta que todas las funciones que intervienen son pares, es
1 lim sinx

m cosx =1
x-0 )

i
x-0

valida para todo x e(-%, %) - {0} e = 1 por ser

Ejercicio 4

4-x six<1

, . cuando x tiende a 1?
4x - x* six 21

(Existe el limite de f(x) = {
Solucion:
Calculando los limites laterales:

lim _ lim _ B lim _ lim o _
x-»l'f(x)_xﬁl(4_x)_4_1_3 y x_’1+f(x).—x_)1(4X-x)—4-l—3

Puede concluirse, por tanto que existe el limite y vale thnl fx) =3

En la grafica puede observarse las dos partes diferentes que

una parabola, pero en el 1 toman el mismo valor.

\i constituyen la funcion, a la izquierda del 1 una recta y a su derecha
5
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Ejercicio 5

Estudia la existencia del lim ( 1 - m)
x-0 x

Solucion:

Teniendo en cuentaque |x| =x si x- 0"y |x| =-x si x- 0, setiene:
lim |x] lim -x

- 41 = - = + =
x—»O'(l x) x—»O'(l x) 1+1 =2

im (x| _ tm [, x)_
x-0" X x-0" X

Los limites laterales existen, pero como no son iguales se concluye que no existe el limite.

|
—

1
—

I
(=3

Ejercicio 6
Resuelve los siguientes limites:

. 2 .- .-
2) lim x*+x-6 b) lim 1+x-1 o) 11moo (x+\/m)

x-2 x.2 x-0 x x--

Solucion:

2y lim ¥2+x-6_ (%): lm G +x)@:2) _ m gy s

x-2  x_2 x-2 x-2 x

py lim IFx-1 (g): lim (JT+x-1)/T+x+1) _ lim x _
x-0 x 0) x=0 ¥ (TTx+ 1) =0 (THx+ 1)
_ lim 1 _ 1
=0 THx+1) 2

0 lim (x+\/m) — () = lim (x+\/x2+3 (x-\/x2+3)

X = - X = -0

lim -3 :(-3):0 b= e73)

Ejercicio 7

Calcula el valor de a para que xlifn ( X+ a) —4
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Solucion:

lim ( x + a) ' (1"") - ex]jfn“ [(§+5 i 1)xD: e"ﬁjn“ {(%)XD: e"ﬁjn“ (jai) =g2a

x—»OO

Yparaque e =4 = 2a=L4 = a=%L4=L(4”2)=L\/_=L2

Ejercicio 8

2x%-2

Halla las asintotas horizontales y verticales de  f(x) = :
x°-2x

Solucion:

lim 2x%2-2

Como =2 = y = 2 esuna asintota horizontal
X2 x?2 2%
. 2 . 2

Y por ser hmou = o, 11mzu =wo = x =0, x =2 sonasintotas verticales.

X2V x2_2x X 22 x2_2x
Ejercicio 9
Calcula el im 1-x

x-1

<o

1 -
Solucion:

Al igual que para la diferencia de cuadrados se tiene que a?- 5% = (a+ b)(a - b), para la

diferencia de cubos es a3 - b3 = (@2 + ab + b?)(a - b). Por tanto:

im 1-x _ lm 1°- (&Y _ tim [+ ¥e+(3ER)- 5 _ tim 1+i/;+(i/;)2=3
1-3\/3? x - 1_3\/} x-1 1

x-1 3 x-1

L-Vx

Ejercicio 10

si x<0

e ax
_ , , : lim : 1,
(Para qué valores del parametro a existe el =0 f(x) siendo f(x) = x7 vxt 1 six>0

Solucion:
Hallando los limites laterales:
lim x?2

lim o lim . o lim _ -
20 /® =¥ Te =1y x-»O'f(x)_x~07+x+1_l

Por tanto, el limite existe y vale thno f(x) = 1 para cualquier valor del parametro.
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Ejercicios Propuestos

(Las soluciones se encuentran al final)

lim sinx _ 1, calcula lim sin(x - a)

x-0 X=a 42 _ 2

1.- Sabiendo que

lim

) = ey M fw) =0

2.- Pon un ejemplo de una funcién f(x)que Ver1ﬁque

3.- Calcula los siguientes limites, si existen:

: 3

- = = x2+x+1-4yx2-2x-1
X~ 1,4 4x+3 (\/ v )

X =

4.- Definiendo la funcién "parte entera" E(x) = mayor numero entero menor o igual que x,

demuestra que no existe el xllfn3 E®) .

lim |x+4] o

5.- ;Existe el
¢ x--4 x+4

6.- Demuestra, aplicando la definicion de limite, que 3 (6x+1)=19

7.- {Con qué proximidad a 2 se debe tomar x para que 8x - 5 se encuentre a una distancia de

11 menor que a)0.01 b)0.001?

8.- Indica la indeterminacion que presentan y resuelve los siguientes limites en el infinito:

0 (FTEE) v e ([ ]
x+1

9.- Comprueba que xﬁm V. 1

10.- Halla las asintotas horizontales y verticales de f(x) = L( x+ 11 )
x -
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Soluciones:

1- L
2a

1
2

2.- Por ejemplo, f(x) =

X

3-a)1/2 b)32
4.- El limite no existe por ser distintos los limites laterales.
5.- El limite no existe por ser distintos los limites laterales.

7-2) 8 < 0-_31= 0.00125 b) s < 0-‘;‘”:0.000125

8-a)1/2 b)l

10.- y=0, x=1, x=-1
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