12. ANALISIS COMBINATORIO

12.1 Introduccion

La combinatoria es la parte de las matemadticas que estudia el niimero de con-
figuraciones distintas que se pueden hacer con los elementos de un conjunto.
Segtn el criterio usado, la importancia de la ordenacién de los elementos o que
puedan aparecer elementos repetidos, se tendrdn diferentes formas de contar
que dardn nombre a las agrupaciones.

12.2  Variaciones

Las variaciones se pueden definir como los distintos grupos que se pueden for-
mar con los elementos de un conjunto, donde el orden tiene importancia, es
decir dos grupos serdn distintos cuando tienen distintos elementos o cuando
teniendo los mismos estén en diferente orden. Dependiendo de si pueden repe-
tirse o no estos elementos se distinguird entre variaciones con repeticién y sin
repeticién.

12.2.1 Variaciones sin repeticién

Dado un conjunto de m elementos distinguibles, se denominan variaciones de
m tomadas de n en n a los diferentes grupos de n (n < m) elementos distintos
que pueden formarse de modo que dos grupos se diferencien en que tienen algin
elemento distinto o por la ordenacién de sus elementos.

El nimero de variaciones sin repeticion es:

Vinm = m™ =m(m —1)(m — 2)...(m —n + 1).

Las variaciones de m tomadas de n en n son las diferentes muestras orde-
nadas de tamano n seleccionadas en un muestreo sin reemplazamiento de una
poblacién de m individuos.

Ejemplo 1: En una clase de 30 alumnos se va a elegir una terna para ocupar
los puestos de Presidente, Secretario y Tesorero ; cuédntas ternas diferentes
pueden formarse?
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Esta claro que se trata de V33 = 30 - 29 - 28 = 24360 serédn las distintas
posibilidades de eleccion

12.2.2  Variaciones con repeticion

Si al formar los grupos que constituyen las variaciones los elementos pueden
tomarse repetidos se obtienen las variaciones con repeticion de m elementos
tomados de n en n.”

El niimero de variaciones con repeticién es:

VRpp =m".

Las variaciones con repeticién de m tomadas de n en n son las diferentes
muestras ordenadas de tamano n seleccionadas en un muestreo con reemplaza-
miento de una poblacién de m individuos.

Ejemplo 2: Cudntos nimeros de dos cifras se pueden formar con los
nimeros 1,2,3,4 y 5.

En este caso se pueden utilizar cualquiera de las cifras tanto para el lugar
de las decenas como para las unidades, se trataria pues de variaciones de 5
elementos tomados de dos en dos, es decir:

V Rso = 5% = 25.

12.3 Permutaciones

12.3.1 Permutaciones sin repeticion

Las permutaciones de m elementos son las diferentes ordenaciones que pueden
hacerse con los m elementos. Por tanto, coinciden con las variaciones sin
repeticién de m elementos tomados de m en m.

El niimero de permutaciones es:

Pp,=m!=m(m—1)(m—2)...1.

Ejemplo 3: Una enciclopedia de 5 voliimenes, de cudntas formas distintas
se puede colocar en una estanteria

Ps=5=5-4-3-2-1=120.
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12.3.2 Permutaciones con repeticién

Considérese un conjunto de m elementos de los cuales r son distintos, apare-
ciendo el primero n; veces, el segundo ny veces, ..., el r-ésimo n, veces, con
ni +ns + ... + n, = m. A las diferentes ordenaciones de este conjunto de m
elementos se les denomina permutaciones con repeticion.

El niimero de permutaciones con repeticién es:

!
P RT25 e m:
m ny! nol..n,!

Las permutaciones con repeticién representan las diferentes particiones de
r grupos que pueden hacerse en un colectivo de m individuos de forma que en
el primer grupo hay n; individuos, en el segundo ns,... y en el r-ésimo hay n,.
Ejemplo 4: Si en un aula de 15 alumnos y se desea formar tres equipos
de baloncesto (cada equipo de 5 jugadores). ;Cudntas posibilidades hay para
cada uno?.
15!

5,55 . _
PRI = ooy = T56T56.

12.4 Combinaciones

Las combinaciones se definen como el niimero de distintos grupos que se pueden
hacer con un conjunto de elementos de forma que no importa el orden en el
que se encuentren estos elementos. Dependiendo de si en cada grupo puede
aparecer repetido el mismo elemento o no se distinguirédn entre combinaciones
con repeticién y sin repeticién.

Para el cdlculo del nimero de combinaciones es 1itil la siguiente definicién
si n y k son dos nimeros naturales tales que k£ < n, el nimero combinatorio
(") estd dado por la expresion,

k (n) _n® a1 =2)..(n—k+1)

k kKl k(k—1)(k—2)...1
Propiedades:
L ()= =1
2 (1) =n
3 (1) = (%)
4 () = mom
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Un resultado importante, que permite mediante expresiones con nimeros
combinarios expresar la potencia de un binomio es el denominado Binomio de
Newton que dice que dados dos niimeros cualesquiera a y b y un entero positivo
n se verifica que:

(a+b)" = Zn: (?) a’b"I

J=0

12.4.1 Combinaciones sin repeticién

Dado un conjunto de m elementos distinguibles, se denominan combinaciones
de m tomadas de n en n a los diferentes grupos de n elementos que pueden
formarse de modo que dos grupos se diferencien en que tienen algiin elemento
distinto (no importa el orden).

El niimero de combinaciones sin repeticién es:

( m ) m(m —1)(m —2)...(m —n+1)

n ) n!

Cmn:

)

Las combinaciones de m tomadas de n en n son las diferentes subpoblaciones
(muestras en las que no se considera el orden) de tamano n seleccionadas en
un muestreo sin reemplazamiento de una poblaciéon de m individuos.

Ejemplo 5: Se consideran ocho puntos en un plano P;, P, ... Py de los que
no hay tres en una misma recta.

. Cuiantas rectas pasan por dos de los ocho puntos?; Ctiantos tridangulos deter-
minan estos ocho puntos?

El nidmero de rectas coincidird con el nimero de combinaciones de esos 8
puntos tomadas de dos en dos: Cgo = 28

Del mismo modo el nimero de tridngulos es: Cg 3 = 56.

12.4.2 Combinaciones con repeticion

Si al formar los grupos que constituyen las combinaciones los elementos pueden
tomarse repetidos se obtienen las combinaciones con repeticion de m elementos
tomados de n en n.
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El niimero de combinaciones con repeticion es:

C,Rm,n:(m%—n—l)

n

Las combinaciones con repeticiéon de m tomadas de n en n son las diferentes
subpoblaciones de tamano n seleccionadas en un muestreo con reemplazamiento
de una poblacién de m individuos.

Ejemplo 6: ;Ciantas muestras de tres personas se pueden formar eligiendo
aleatoriamente mimeros de un listin telefénico de 100 individuos?.

En este caso en cada muestra no importa el orden en que se obtenga cada
individuo, y como en cada secuencia vuelve a elegirse un nuevo niimero aleatorio
es posible que pueda salir seleccionada la misma persona més de una vez, por lo
que estamos contemplando la posibilidad de repeticion, el nimero de muestras
es:

CRugs = 07071 ) = 200 — 479700,

Es interesante poder resumir las distintas formas de contar en una tabla, asi,
el nimero de muestras de tamano n que se pueden elegir de una poblacién de
m individuos, se puede averiguar teniendo en cuenta si se pueden o no repetir
los elementos y si importa o no el orden, esto se resume en la tabla siguiente:

l | Si importa el orden || No Importa el orden ||

|| No se pueden repetir || Vinn || Crn ||
|| Si se pueden repetir || VRpn || CRpn ||
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